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物理学，由于它在自然科学中所具有的主导作用，在人类文明史中，特别是在人类物 
质文明史中，占据着极其重要的地位.经典物理学的诞生和发展曾经直接推动了欧洲物质 
文明的长期飞跃. 20世纪初诞生并蓬勃发展起来的近代物理学，又造就了上个世纪物质文 
明的辉煌.自20世纪末到21世纪初的当前时代，物理学正在以空前的活力，广阔深入地 
开创着向化学、生物学、生命科学、材料科学、信息科学和能源科学渗透和应用的新局面. 
在本世纪里，物理学再一次直接推动新一轮物质文明飞跃的伟大进程已经开始. 

但是，发展到目前的物理学宽广深厚，累积的知识浩瀚无垠.教授和学习物理学都是 
一 个相当艰苦而漫长的过程.在这个漫长过程的许多环节中，做习题是其中必要而又重要 
的环节.做习题是巩固所学知识的必要手段，是深化拓展所学知识的重要练习，是锻炼科 

学思维的体操.习题对于教师和学生双方都是重要的. 

然而，和习题有关的事都是很不起眼的事.在有些人眼中，求解和编纂练习题是全部 
教学活动中相当次要的环节.习题集也确实是所有著作中“最低层”的，大约只有“傻子” 
们才肯做的事，“聪明人”常会找诸如习题集不应当出之类的理由，光明正大地规避掉_ 


是我们编委会的这些人，本着甘为孺子牛的精神，平时在科研和教学中一道题一道题地积 
累，现在又一道题一道题地编审，花费了大量时间做着这种不起眼 的事. 大家觉得，这件 
事终究是教与学双方共同需要的，也就是有益的.正如一个城市基础建设中，不能都去做 
地面上的摩天大楼和纪念碑等“抢眼球”的事，也还需要做诸如修建马路、下水道等基础 

设施的事. 


这套《物理学大题典》的前身是中国科学技术大学出版社出版的《美国物理试题与解 
答》丛书 (7 卷).那套丛书于20世纪80年代后期由张永德发起并组织完成，内容包括普通 

物理的力、热、光、电、近代物理到四大力学的全部基础物理学.出版时他选择了 “中国 

科学技术大学物理辅导班主编”的署名方式.自那套丛书出版之后，虽历经10余年，仍然 

有不断的需求，于是就有了现在的这套丛书一《物理学大题典》. 

现在这套《物理学大题典》丛书的内容，除继续涵盖力、热、光、电、近代物理到四 
大力学全部基础物理学内容之外，还包括了原子核物理、粒子物理、凝聚态物理、等离子 
体物理、天体物理、激光物理、量子光学和量子信息物理等内容.就是说，追踪不断发展 
的科学轨迹，现在这套丛书仍旧大体涵盖了综合性大学全部本科物理课程的内容 • 

这次重新编审中，大部分教师仍为原来的，但也增加了一些新的成员.这次出版经大 
家着力重订和大量扩充，又耗时近两年而成.总计起来，这套丛书前后历时近20年，耗费 
了 30余位富有科研和教学经验的教授、近150位20世纪80年代和现在的研究生及高年级 

本科生的巨大辛劳.丛书确实是大家长期共同劳动的结晶. 

《物理学大题典》中包括了大量的美国物理试题.一般说来，美国物理试题涉及的数 

学并不繁难，但却或多或少具有以下 特色： 内容新颖，富于“当代感”；思路灵活，涉及面 

宽广； 方法和结论简单而实用，试题往往涉及新兴和边沿交叉 学科； 不少试题本身似乎显 
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得粗糖但却抓住了物理本质，显得“物理味”很足.纵观这些，我们深切感到，这些题目 
的集合在一定程度上体现了美国科学文化的个性及思维方式的特色.惟鉴于此，我们不惮 
繁重，集众多人力而不怯，耗漫长岁月而不辍，还是值得的. 

至于这次扩充修订所增添的大量题目，也是本着这种精神，摘自大家各自的科研工作 
成果，或是来自各人的教学心得，实是点滴聚成. 

这里要强调指出，对于学生，确实有一个如何正确使用习题集的问题.有的同学，有 
习题集也不参考，咬牙硬顶，一个晚上自习时间只做了两道题.这种精神诚应嘉勉，但效 
率不髙，也容易挫伤学习积极性，不利于培养学习 兴趣； 也有的同学，逮到合适解答提笔 
就抄，这样做是浮躁的、不踏实的.这两种学习方法都不可取.我们认为，正确使用习题集 
是一个“三步曲”过程：遇到一道题，先自己想一想，想出来了自己做 最好； 如果认真想 
了一些时间还想不出来，就不要老想了，不妨翻开习题集找答案，看懂之后，合上书自己 
把题目做 出来； 最后一步，要是参考习题集做出来的，就用一两分钟时间分析解剖一下， 
找找自己存在的不足，今后注意.如此“三步曲”下来，就既有效率又踏实了.本来，效率 
和踏实是一对矛盾，在这类“治学小道”之下，它俩就统一起来了.总之，正确使用之下 
的习题集肯定能够成为学生们有用的“爬山”工具. 

丛书这次重订扩充工作是在科学出版社胡升华博士的倡议和支持下进行的，没有他的 

推动，这套丛书面世是不可能的.同时，在这次重订扩充工作里，我们得到了中国科学技 
术大学的部分教学资助，以及编委会中郭光灿和周又元两位院士和刘万东教授的支持 . M 
于这些宝贵的支持，谨表示深切感谢. 


丛书的《电磁学与电动力学》卷共有7章.题目比原来增加了 100多道.题目来源是一 

些国际著名大学(包括哥伦比亚大学、加州大学伯克利分校、麻省理工学院、威斯康星大学、 

芝加哥大学、普林斯顿大学、纽约大学布法罗分校)的试题和习题，著名的 CUSPEA 考试 

_ 

试题，以及一些电磁学和电动力学的习题集(主要有布朗大学资格考试试题，陈崇光、维克 
斯坦、巴蒂金和托普蒂金等人编著的习题集)，还有部分国内外电磁学和电动力学的教材和 
参考书(作者分别是胡友秋，杰克逊，郭硕鸿等).另有相当一部分题目是我们自编的. 

前后十多年间，参加解题的人 员有： 郑道晨，杨仲侠，张曙丰，李艳，邓勋明，朱雪 
良，江明亚，熊鹏，张大伟， 谢力，邹 川明，刘津，杜德涛，王力军，宁铂，曹树祥，陈 
文杰，郑惠南，周正洪，郑薇， I 山林华 L 黄晓舟，张杰，潘泽歧，赵里，董志华，孟国武， 

王勇，齐军，黄剑辉， I 叶忠国 I ，吴志敏，胡伟敏，秦强，黎晓珍，唐子洲，任勇，袁韬， 

张国津，李宁等.为了丛书引文简洁，书中不再另行指出他们的姓名.本卷前3章由刘金英 
负责审校，后4章由陈银华负责 审校. 张鹏飞，王舸和李银辉参加了部分题目的整理和审 
校工作. 


编审者谨识 

2005年5月 



题意要览 


1.1 由电场求电荷分布. 

1.2 偏离库仑定律的讨论. 

1.3 由电荷分布求电势、总电荷、电偶极矩、电四极矩. 
1.4 两相互垂直无限大带电薄板的电场. 

1.5 髙斯定理什么情形下不适用. 

1-6 电荷保持在稳定平衡状态的条件. 

1.7 极化矢量 尸与电 场强度 E 的关系. 

1.8 电荷在带电的圆环轴线上的简谐运动. 

1.9 均勻带电圆盘的空间电势分布. 

1.10 绝缘带电薄圆板对点电荷的作用力. 

1.11 五个面接地的立方体中心的电势. 

1.12 均勻带电球体的电场与电势. 

1.13 球心置一点电荷的带电导体球壳的空间电场. 

1.14 同心的带电导体球与导体球壳的电场与电势. 

1.15 内部均匀充满电荷的接地金属球壳的静电能. 

1.16 电势差为 V 的两球壳之间的电流. 

1.17 肥皂泡收缩静电能的变化. 

1.18 电荷密度为 P = + & 的球壳的电场、电势与能量. 

1.19 均匀带电球面上的面元受力问题. 

1.20 带空腔的均匀带电球体电场与电势. 

1.21 理想偶极层的电势问题. 

1.22 证明带电半圆环直径上的电场强度与直径垂直. 

1.23 由电势分布求电荷分布. 

1.24 导体星球的最终电势. 

1 .25 真空中非均匀带电厚板空中电场的分布. 

1.26 氢原子核和电子云的相互作用能. 

1.27 正负电荷系统半径为有限的球面等势面. 

1.28 变化的面电荷分布产生的电势. 

1.29 电容器极板距离改变后电势的变化. 

1.30 两串联电容器间距离的变化对储能的影响. 

1.31 改变电容器极板距离所做的功. 

1.32 改变电容器极板距离电容器的终了电压. 

1.33 平行平面电极间的电流. 
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1.34 均匀带电柱形棒轴线上的电场. 

1.35 加上电压的同轴电缆的电场及所带电荷. 

1.36 柱形电容器与小电荷. 

1.37 中间均匀充满电荷的空心金属圆柱的电场及面电荷. 

1.38 为获得最大储能和电势差如何选择圆柱电容器内半径. 

1.39 同轴电缆内柱面上的面电荷. 

1.40 金属与半导体交接面上的物理过程. 

1.41 高压电缆的耐压问题. 

1.42 一个静电加速器设计方案的简化模型. 

1.43 面电荷分布的长圆筒激发的电场. 

1.44 导体由反复接触的金属板充电. 

1.45 电导率为 a 的不同形状的带电导体能量的变化. 

1.46 导体的静电屏蔽. 

1.47 改变球形电容器外球壳半径电场力所做的功. 

1.48 带电的金属球壳与两同心金属球面. 

1.49 保持切成两半的带电导体球在一起需要的力. 

1.50 均匀静电场中的导体球. 

1.51 把点电荷从无穷远移到导体球壳中心需做的功 ■ 

1.52 长旋转椭球面形导体的电容. 

1.53 扁旋转椭球面形导体的电容. 

1.54 3个薄同心导体壳组成的电容器. 

1.55 沿轴劈成两半且保持不同电势的长导体圆柱的空间电场与电势. 

1.56 中间充以均匀电介质的两个薄金属圆柱的电荷与电场. 

1.57 中间充以导电介质的两个共轴金属圆柱间的电阻和电容. 

1.58 充以导电介质的两导体间的电容. 

1.59 充以非均勻电介质的柱形电容器的电场. 

1.60 与半无限大电介质相距的点电荷的势能. 

1.61 平面上两根细金属导线构成的电容. 

1.62 充两层导电介质的平行板电容器的电场和电流. 

1.63 交流电路中电容器半边充的电介质的介电常数 • 

1.64 部分电介质放入平板电容器中受到 的力. 

1.65 部分电介质从柱形电容器中拉出受到的力. 

1.66 非平行的平板电容器的电势和电容. 

1.67 充以各向异性均勻电介质的平行板电容器的电场、电位移和电容 
1.68 均匀电场中电介质球的电场、束缚电荷 密度. 

1.69 两半充以不同介质的球形电容器的电场和电容. 

1.70 填充导电介质的同心金属球中的电流和产生的焦耳热. 

1.71 填充几层不同电介质的球形电容器的自由电荷与极化电荷. 

1.72 填充非均匀电介质的导体球的电容与极化电荷密度- 
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1.73 填充导电介质的同心球形导体间的电阻. 

1.74 电介质球放人均勻电场中的电介质液后的电场分布. 

1.75 充以非均勻电介质的球形电容器的电容. 

1.76 均匀极化介质球内外的电场. 

1.77 一点电荷位于两个均勻无限电解质的分界面上. 

1.78 中心放一电偶极子的均勻介质球的空间电势和极化电荷分布. 

1.79 绕均勻电场方向旋转的介质球是否会产生磁场. 

1.80 均匀电场中的完全导电球的面电荷密度及感应电偶极矩. 

1.81 带有面电荷分布的球壳内外的电场和电势. 

1.82 球心放置一点电荷，已知球面电势求空间电势. 

1.83 已知球壳上电势分布求壳夕卜的电势和壳上电荷. 

1.84 均匀电场中带电导体球的内外电势和感应电偶极矩. 

1.85 具有不同电势的两个半球面所组成球面内的电势. 

1.86 非同心球壳之间的电势. 

1.87 均勻电场中的带电长圆柱面的电荷密度与电场的关系. 

1.88 两块半无穷大接地铝板间的点电荷的所有像电荷. 

1-89 带电的直导线与无限大金属板构成系统的电容. 

1.90 无穷大接地导体板前的电荷受力与做功问题. 

1.91 接地导体平面上方的两个点电荷受力及系统做的功. 

1.92 充满不同电介质的两个半无限大空间对称放置正负点电荷所受的力. 

1.93 计算云朵的电荷量及所受的外力. 

1.94 内有点电荷的接地导体球外电势的分布. 

1.95 能抵消两个等量点电荷斥力的接地导体球的最小半径. 

1.96 无限长接地圆柱导体与长直带电导线的系统中的空间电势. 

1.97 位于点电荷电场中的导体球面上的电荷及球外电势- 
1.98 均勻介质中点电荷与导体球的相互作用能和作用力. 

1.99 浮于液面上的导体球所加的电势. 

1.100 电偶极子位于导体球壳中心时球内电场及面电荷的分布， 

1.101 对称放置在有势的导体球两侧的两个等量点电荷受的力. 

1.102 放置在导体壳内的点电荷受力及球内表面的电势. 

1.103 电偶极子在导体平面上感生的电荷密度. 

1.104 两个导线相连的导体板中心放点电荷，板面感应电荷的函数表达式 • 

1.105 放在两块接地导体板间的两个等量异号点电荷的受力、能量及感应电荷问题. 

1.106 球外有点电荷情况下，导体球带正电的条件. 

1.107 电偶极子与导体球、均匀外电场中的两个绝缘导体球. 

1.108 导体球外的电偶极子受力及球面电场的边界条件. 

1.109 检验两个点电荷间可能的 Yukawa 势的实验考虑. 

1.110 正方形导体管轴线上放一点电荷，管内电势及远处电力线图. 

1.111 两个取向任意的电偶极子之间静电作用力. 
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1.112 两个电偶极子之间静电作用力. 

1.113 在两个电势不同的导体平面间的电偶极子受力与等势面图. 

1.114 带电长导线对烟尘的吸引. 

1.115 具有电荷分布的流体电介质中的电势及压强变化. 

1.116 三块金属平板组成的“双重电容器” • 

1.117 插人电介质溶液的平行板电容器在电池通、断情况下液面高度 • 

1.118 插入电介质溶液的圆柱形电容器液面高度 • 

1.119 静电力与压强的平衡问题. 

1.120 温度 r 下球形导体带电的均方值. 

1.121 绝缘导体球与无穷大导体平面间的电容和作用力. 

1.122 电偶极子绕固定点电荷的运动. 

1.123 大气的电场. 

1.124 互相接触的铜板与锌板突然分离后的极大电荷. 

1.125 电离粒子穿过电离室电阻电压的时间函数. 

1.126 穿过金属薄箔的高能电子束产生的电场 • 

1.127 静电直线加速器中的电场. 

1.128 一个球形的航天器，接近一个铁质的小行星. 

1.129 两个不同质量带同种电荷的点电荷的运动及系统的静电能和动能. 

1.130 悬挂在长铁钉与易拉罐间的橡皮软管受力问题 • 

1.131 带电圆形薄片远处的电势 • 

1.132 无限双圆锥间的电势 • 

2.1 载流圆柱形磁介质导线内外的磁场 • 

2.2 载流圆柱形导体内外的磁场 - 

根载流长直导线空间磁场为零的位置及中间导线的运动 • 

2.4 载流直导线一段弯成半圆状圆心处磁场 • 

2.5 半无限长螺线管末端轴线附近的磁场径向分量. 

2.6 设计一个简单但精确的装置测量积分场. 

2.7 用亥姆霍兹线圈法测量永磁铁的磁矩- 
2.8 开细缝的长直载流圆柱形导体的磁场. 

2.9 长直载流圆弧柱形导体对长直线电流的磁力. 

2.10 已知圆柱体轴线上磁场分布，求柱内的磁场及电流密度 • 

2.11 两个同轴的载流超导圆线圈运动时线圈内的电流及始末电磁能. 

2.12 两相距很远的载流线圈间的力矩与相互作用力 • 

2.13 载流长气芯螺线管电场、磁场作为时间函数的表达式 • 

2.14 地磁场的地心小电流环模型. 

平行板电容器获得能量速率恰为其存储的静电场能的时间变化率 • 

平行板电容器的磁场、电场及导线中电流与极板面电流密度同时间的函数关系 

充介质的平行板电容器的磁场、电场及从电容器侧面流入的电通量. 

2.18 加交变电压的平行板电容器内磁感应强度及测量_ 


2.3 


2.15 


2.16 


2.17 


题意要览 


2.19 电子的漂移速率. 

2.20 导体中电子的平均随机速率. 

2.21 两相交的载流圆柱体所包围的真空区域内的磁场. 

2.22 薄圆柱带电壳体绕轴旋转时壳内磁场、电场、电能、磁能. 

2.23 永久极化的圆柱形电介质匀速旋转时远处的磁场 • 

2.24 永久极化的圆柱形电介质匀速旋转时的电场、磁场和电磁能 • 
2.25 载流同轴电缆中的电场、磁场及电感和电容 • 

2.26 均匀磁化介质球内外的磁场. 

2.27 均勻磁介质球放入均勻磁场. 

2.28 平行圆板电容器通过细直导线放电 • 

2.29 电路中电容器内的位移电流、磁场及能流密度. 

2.30 两端接电阻、电池的同轴电缆的电场、磁场和玻印亭矢量. 

2.31 圆柱体近轴处的磁场及电流密度 • 

2.32 正方形截面环形铁芯的磁化强度. 

2.33 C 形磁铁导线的匝数. 

2.34 C 形磁铁空隙中的磁感应强度. 

2.35 设计在气隙中产生 1 T 的磁铁. 

2.36 圆环形软铁所留狭缝中的磁场 • 

2.37 带通孔的长带电圆柱的磁场. 

2.38 具一定电势的球在导电介质中的电流及远处的磁场 • 

2.39 均勻带电的薄球壳绕一直径旋转. 

2.40 绕一直径旋转均匀带电的薄球壳激发的磁场. 

2.41 在球体内产生一个均勻磁场需要怎样的面电流分布. 

2.42 均匀带电的薄球壳移去小圆截面的电荷. 

2.43 孤立导体球充电到 V 后令其绕一直径旋转. 

2.44 均勻带电的薄球壳绕轴旋转时球心处的磁场- 
2.45 磁导率为#的铁制成的长中空圆柱体内的磁场 • 

均匀带电圆盘绕着通过圆心且垂直于盘面的轴以角 速度历 旋转. 
2.47 共轴的圆柱形线圈之间的互感. 

2.48 旋转的圆线圈与小磁体 • 

位于两长直载流导线平面内的线圈中产生的感生电动势. 

相距的通电无限长直导线与其间半径为 a 的圆环的互感系数 

离开长直载流导线的矩形线框中的电压表读数. 

2,52圆柱铁芯产生的矢势和磁场. 

2.53 圆环所留狭缝中的磁场和线圈的自感. 

2.54 分开一定距离的同轴二线圈互感- 
2.55 密绕的探测线圈的磁通- 
2.56 分开一定距离的同轴线圈相互作用力. 

2.57 轭铁缝隙中的磁场及线圈内的损耗 • 


2.46 


2.49 


2.50 


2.51 
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2.58 电流随时间均匀增加的长螺线管中的电场和磁场. 

2.59 长方形线圈绕轴在随时间变化的磁场中旋转产生的电动势. 

2.60 矩形线圈以常速度进入磁场所受的力. 

2.61 在磁场中外力作用下运动的导线的速度和电阻中的电流. 

2.62 导线在变化的磁场中沿金属线滑动回路中产生的电流. 

2.63 均匀磁场中绕轴旋转的铜环角速度变化所需时间. 

2.64 与通稳恒电流的大环同心的小环绕其直径转动所受外力矩. 

2.65 磁场中的金属棒在恒力作用下沿导轨运动棒中电流的规律. 

2.66 等腰梯形导体框在恒定速率变化的磁场中产生的感应电动势. 

2.67 正三角形线圈在磁场中绕一边勻速旋转各边的电势差. 

2.68 金属柱内涡流产生的热功率. 

2.69 电磁涡流制动器. 

2.70 矩形金属线框沿长边方向进入均匀磁场中的运动状态. 

2.71 从磁场上方由静止释放的长方形线圈的速度和电流. 

2.72 直导线在均勻磁场中的下落的末速度. 

2.73 流过电阻器电流的方向. 

2.74 铜构件的最低共振频率和电感. 

2.75 绕轴旋转不带电的磁化导体球内部电场及电荷分布. 

2.76 点电荷运动在正方形金属线框中激发的感生电动势. 

2.77 在垂直于柱轴方向均匀电场中的带电绝缘长圆柱体各点的电势. 

2.78 具有电阻电感的闭合线圈在均匀磁场中转动产生的电流及所加外力矩. 
2.79 设计测量安培的实验. 

2.80 磁控管中的电流被磁场遏止的电压值. 

2.81 两互相垂直的长直载流导线沿它们连线转动具有的位形 - 
2.82 流动的均匀面电流层受力的大小和方向. 

2.83 载流圆线圈对其中心顺磁介质球的磁化. 

2.84 地球磁场中的磁针受力问题 • 

2.85 竖立的铜币在磁场中倒下所需的时间. 

2.86 无限大平板内的伦敦方程组. 

2.87 与半无限大铁块距离为^的长直载流导线的受力问题. 

2.88 在磁场中运动的金属块中的电场和电荷密度. 

2.89 磁化到饱和的铁针放在均匀外磁场中产生的磁场分布 • 

2.90 比较用电场或磁场来改变金属球的运动方向. 

2.91 证明两个小磁针的相互作用力. 

2.92 磁偶极子与零电阻导电圆环的作用力. 

2.93 磁偶极子与零电感导电圆环的作用力. 

2.94 在磁场中电流圈与磁偶极子受力的不同 • 

2.95 带电粒子平行于均匀带电直导线运动的条件. 

2.96 带电粒子在时间无关的电场和任意磁场中 运动. 


题意要览 


2.97 磁偶极矩为 M 的粒子在与 M 反平行的 M 。 磁偶极场中运动. 

2.98 中心棒发射的带电粒子的角动量和电磁场的角动量. 

2.99 带电粒子入射到弯磁铁中的运动. 

2.100 被极化的氢原子在磁场中受到的力和力矩. 

2.101 真空金属室悬挂的磁化铁球被充电后发生的变化. 

2.102 轴线方向流有均勻电流的圆柱体对电子束的聚焦. 

2.103 长方形水平电磁极的边缘场对粒子束的纵向聚焦. 

2.104 带电粒子在水平电磁极磁场中的运动的偏转效应. 

2.105 置于均匀磁场稀释悬浊液中的粒子取向能量及所受力矩. 

2.106 相互垂直的电、磁场中电子的运动. 

2.107 两个相同带电粒子在磁场中运动受到磁场力. 

2.108 在电磁场中运动的电子位置和速度随时间的变化及电子的运动轨迹 • 

2.109 载有变化电流的同轴导体棒与圆筒装置的电、磁场及粒子运动方程_ 
2.110 电子在时间相关的轴对称磁场中运动. 

2. 111电子在周期性磁场中的运动. 

2.112 电子在周期性磁场以及光场中的运动. 

2.113 简化的电子透镜. 

2.114 半导体方块内的电势满足的方程与普遍解. 

2.115 磁透镜对磁偶极子的作用力. 

2.116 均勻静磁场中斜人射带电粒子的电磁辐射. 

2.117 平行于无限大导体面的载流圆线圈的运动. 

2.118 假设磁荷 存在： 点磁荷的磁场、磁荷守恒关系、修正法拉第定律- 
2.119 假设磁荷存在的麦克斯韦方程，寻找磁荷的一个实验. 

2.120 圆柱形空腔内最低谐振频率及玻印廷矢量. 

2.121 电磁波在两个平行金属板间传播的特性阻抗. 

2.122 磁场中底端固定的金环倒下时释放的势能和倒下时间. 

2.123 圆轨道上运动的带电粒子在远处的激发的磁场 • 

2.124 用弹簧挂在均匀磁场中的导电环的小振动. 

2.125 载有方向相反强度相等的稳恒电流的平行导线 • 

2.126 汤姆孙装置测电子的荷质比实验. 

2.127 电子感应加速器的2=1关系. 

2.128 旋转介质棒、环形螺线管线圈受力等5小题. 

2.129 霍尔探测器测 磁场. 

2.130 霍尔效应综合题. 

2.131 霍尔效应与哪些因素有关， 

2.132 电子的壳模型计算电场、磁场和静电能. 

2.133 极化的 Na 原子束通过磁场后的空间分布和极化方向. 

2.134 离子在均匀的电磁场中运动. 

2.135 用磁场抑制二极管中的电流. 
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XII 


2.136 细菌体内的磁针帮助细菌在污水中上升与下降. 

2.137 脉冲星电动力学性质的模型. 

2.138 两维电子气. 

2.139 匀速旋转的带电圆柱体柱内外电场磁场、强度及角动量 • 

2.140 匀加速旋转的带电圆柱体柱内磁场及所加外力矩. 

3.1 对8种可能的输入组合求出输出电压. 

3.2 输出端的伏安特性等效于一电池时，求电池电动势、内阻及短路电流 
3.3 线性直流网络等效于一个电池和电阻的串联电路_ 

3.4 四个并联电容充电后通过铜导线放电，导线是否会溶化. 

3.5 流过稳恒电流的 L /? 电路突然断路储能的变化 • 

3.6 电路的能量转化. 

3.7 无限电阻网络. 

3.8 无穷电阻网络的电阻 • 

3.9 单极低通滤波器的频率响应. 

3.10 方波脉冲加到 zee * 电路，输出端的信号 • 

3.11 尺 C 电路中电容储存的能量. 

3.12 电源、电容和二极管组成的电路中某两点的波形及电压 • 

3.13 RC 串并联电路暂态过程的电压表达式 • 

个网络暂态过程中电容电荷随时间的变化 • 

3.15 RL 电路接通和断开电源足够长时间后电阻消耗的能量. 

3.16 串并联电路暂态过程中电感、电流随时间的变化 • 

3.17 立方体导电框架一条边两端点间的电阻_ 

3.18 立方体导电框架面上对角点间的电阻. 

立方体导电框架体对角点间的电阻，并考虑一个电极滑动的情况 • 

3.20 开关通、断瞬间和长时间后电路各元件的电流- 

瓜电路暂态过程中电流、电势差变化及电阻消耗的能量- 

3.22 / ec 微分电路输出波形随负载的变化 • 

3.23 三掷开关控制的电路中电阻上的电流. 

3.24 LC 电路中电流源频率的变化与电压表读数间的关系_ 

3.25 振荡器中的瞬时电流与位相差. 

3.26 高抗阻减弱回路. 

3.27 低通滤波器的截止频率. 

3.28 通过电阻器的电流的振幅和位相 • 

3.29 计算电阻消耗功率最大时互感和电容值- 

理想变压器初、次级线圈的初始电流及电阻消耗的总能量. 

3.31 用串并联电路“代替”变压器电路. 

3.32 “黑盒子”里的电路是怎样的. 

3.33 电阻负载的变化与消耗功率的关系. 

3.34 螺线管线圈的自感. 


3.14 
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3.30 


题意要览 


3.35 带阻抗的螺线管内电流衰减 e - 1 所需时间. 

3.36 开启电磁铁时，两磁极间的圆线圈流过的电量. 

3.37 连负载的螺线管上绕有通电副线圈. 

3.38 冲击检流计测磁场. 

3.39 塞有导体柱的两个理想导体盘间的磁场和玻印廷矢量. 

■ 

3.40 同方向绕在铁芯上的两个线圈电阻上的电流. 

3.41 螺线管的自感、储能及回路的时间常数. 

3.42 两块大平行板组成的电路最大的输出电压与静电场. 

3.43 电路的电磁能及流过圆柱形电容器总能量. 

3.44 平行板电容器与电感组成的共振电路. 

3.45 具有内阻的 n 个蓄电池输出的最大功率. 

3.46 当一个电容器放电时发生的变化. 

3.47 电感比电阻的单位. 

3.48 相距很远的两个并联电感的总电感. 

3.49 理想变压器的匝数比. 

3.50 电容电感串联组成的电路起振荡器作用的原因. 

3.51 两个载流线圈在 jc 方向的相互作用力. 

3.52 同轴电缆阻抗的测量方法. 

3.53 高频信号在同轴电缆中传输速度. 

3.54 用于放大电路的硅三极管输出端小信号增益. 

3.55 计算负反馈电路的放大倍数. 

3.56 运算放大器输入输出电压间相位差. 

3.57 采用负反馈接法的高增益、差分输入的运算放大器. 

3.58 运算积分电路与微分电路 • 

3.59 一 个张弛振荡器的振荡频率及输入、输出端波形图. 

3.60 一个模拟计算机解微分方程电路. 

3.61 运用运算放大器设计一个模拟计算机电路. 

3.62 平稳态电路的触发. 

3.63 TTL 腾柱输出电路. 

3.64 同轴传输线阻抗突然变化返回脉冲的极性. 

3.65 正脉冲送入一个在另一段短路的传输线，返回脉冲的极性. 

3.66 一个未知的线性网络的开路输出电压. 

3.67 信号传播中的同轴电缆的能量、能量损耗及瞬间衰减后的电流 
3.68 脉冲通过同轴电缆的开路端电压波形. 

3.69 射极跟随器的饱和脉冲幅度 • 

3.70 波沿同轴传输线的传播. 

3.71 同轴传输线输入阶跃电压时的开路电压. 

3.72 晶体管由饱和转入截止时示波器观测到的波形. 

3.73 电荷灵敏放大器. 
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3.74 “喇叭”聚焦器. 

3.75 RC 串并联电路 WV 入与频率无关的条件及作为时间的函数图. 

3.76 RC 串并联电路电阻的电压降振幅及电压降随时间的变化规律. 

3.77 一个周期中供给半无限网路的平均功率. 

3.78 开关断开或闭合时变压器初、次级回路的电流及与变压器匝数比的关系_ 

3.79 串并联电路的阻抗及频率与电流的关系 • 

3.80 电报传输线电流、电压与线长度的关系. 

3.81 两平行任意形状的良导体单位长度电感和电容的积. 

3.82 计算各有一同轴螺线管电路的自感、互感及电流. 

3.83 电磁感应导致的跳环现象 • 

3.84 由电阻测量血细胞的大小. 

4.1 已知真空中电磁波电场的表达式，求电磁波波长和频率. 

4.2 求真空中电磁波的电场振幅与磁场振幅的 关系. 

4.3 求麦克斯韦方程组对矢势解的振幅以及波频和波矢的约束. 

4.4 求麦克斯韦方程组对4矢量势表示的平面波解的振幅的约束. 

4.5 证明在均匀非导电介质中开与五， i > 以及 k 都正交. 

4.6 判断几个接收器接收到的信号的大小. 

4.7 在麦克斯韦方程组中如果电荷密度变符号，£和5如何改变. 

4.8 求标势和矢势的傅里叶变换. 

4.9 由介质中的无源麦克斯韦方程组导出电场和磁场所满足的波动方程 • 

4.10 求垂直入射到玻璃板上的光波的反射系数和作用于玻璃板上的辐射压 • 
4.11 求电磁波斜入射到真空介质边界时无反射波的条件. 

4.12 求介质中电磁波正入射到导体表面时反射波电矢量的相移. 

4.13 已知真空中磁场的表达式，试求电场的表 达式. 

4.14 电磁'波垂直入射到两介质的分界面，试求离界面距离 z 的总电场表达式. 

4.15 研究强电磁波人射到介质时波场的特点. 

4.16 写出介质中左旋和右旋圆偏振平面波的表达式. 

4.17 线偏振光正入射到介质表面，求反射光的强度和偏 振态. 

4.18 求电磁波在右旋糖溶液中的折射率和电场. 

4.19 求旋性介质的折射指数. 

4.20 求频率为的平面电磁波垂直入射到各向异性介质时反射波的偏振态. 

4.21 写出自由电子密度为化的介质中的电磁波的微分方程组 • 

4.22 求平面电磁波在良导体中的穿透深度 • 

已知平面电磁电场的表达式，试求丑、无及丑关系以及折射率的表达式 

平面偏振电磁波垂直入射到电导率为^■的介质上，求介质中的电场- 
平面偏振电磁波由空气入射到耗散介质，求耗散介质中电磁波的色散关系 • 
4.26 求 X 射线在金属表面发生全反射时临界角与频率的依赖关系. 

已知不均匀介质的极化率和电导率，求入射波、反射波和折射波的磁场 

4.28 写出矩形波导管内磁场 H 满足的方程及边界条件. 


4.23 


4.24 


4.25 


4.27 
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4.29 论证矩形波导管内部不存在波. 

4.30 计算圆柱形波导管表面的玻印亭矢量的大小和方向. 

4.31 设在 z >0 的半空间充满导电介质，内有一沿; y 方向的变化磁场，分析介质中涡旋电 

流随深度衰减情况. 

4.32 已知谐振腔尺寸，求在 4 /7^</1<8/>/15波段中可激发几个电磁模式. 

4.33 估计 1 cm 3 的空腔中频率在 Ux 1(^ 5 ~1.2 x 10 15 Hz 之间可能存在电磁驻波模式的数目. 

4.34 已知矩形波导管截面的长宽尺寸，写出最低模式的 电场五 和磁场 B 的波动方程. 

4.35 求矩形波导管中传播的 TE 型电磁波的截止频率. 

4.36 求在充满介质的矩形波导管中可传播的最低模式 TE 型波的电磁场. 

4.37 分析截面为等腰直角三角形的波导管中可以传播的 TE 、 TM 以及 TEM 波的模式. 
4.38 半径分别为/^和^的同轴波导内，沿轴的一半空间为真空，另一半充满介质，求两 

区域中的 TEM 波模. 

4.39 证明在同轴波导中可传播一个电场和磁场都垂直于柱轴的电磁模. 

4.40 由两条相互平行截面形状任意的导线组成的传输线，周围充满介质，导出沿轴传播 

电磁波的波动方程. 

5.1 如何消除测量仪受各种因数的影响. 

5.2 求一块有均勻交流电的薄片的面上每单位面积的辐射功率. 

5.3 已知某广播电台发射频率为 90 MHz 的电波，辐射功率为 100 kW , 试求离电台 20 km 

处的电场强度. 

5.4 试求在原点处的点电荷受一束平面偏振电磁波照射时产生的辐射电磁场. 

5.5 极化率为《 ㈤ ）的位于原点的重原子处于电磁场中，求它的辐射场以及单位立体角的 

辐射能量. 

5.6 讨论一个沿径向波动的带电球的辐射问题. 

5.7 已知供， A 满足洛伦兹条件，证明变换后的 〆， A '也满足洛伦兹条件. 

5.8 电荷分布 z 轴对称的系统的电四极矩随时间变化，估计能流密度的角分布. 

5.9 频率相同的两个振动的电偶极矩，方向夹角为戎，相差为 71 / 2 , 求远处的福射场- 

5.10 分析一个点电荷发出辐射的条件. 

5.11 分析天线辐射角分布具有偶极辐射特征的条件. 

5.12 半径为 a 的电流随时间变化的小电流环在远处的辐射场和辐射角分布 • 

5.13 馈电天线工作于 A /4 模式，求辐射功率角分布. 

5.14 求矩为//的电流元的平均辅射功率. 

5.15 长为 d 的线状天线中的电流为正弦全波振荡，求辐射功率角分布. 

5.16 用理想导线连接的两金属球，对给定的电流密度分布求偶极近似下的平均辐射功率 

角分布. 

5.17 两相同点电荷沿 z 轴振荡，求辐射电磁场 • 

5.18 相距2/的两点电荷绕与它们的连线垂直且通过其中心的轴旋转，求体系的电偶极矩、 

磁偶极矩以及电四极矩. 

5.19 已知半径随时间变化的均匀带电球壳，求能激发辐射的最低阶的电多极矩. 

5.20 以频率 a 振荡的电偶极矩，置于理想导电平面上方且与该平面平行，求辐射电磁场. 
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5.21 以频率仿振荡的电偶极矩，置于理想导电平面上方且与该平面垂直，求辖射电磁场. 

求频率相同、相差为 tc/2 、 夹角为％的两电偶极振子的平均辐射功率角分布. 

5-23 求由//个极化率为 a 的原子组成的原子链在平面偏振光照射下激发辐射的角分布. 

一个复杂的电荷分布体系以角速度叫绕以固定轴做刚性旋转，估计各种频率辖射功 

率相对大小. 

5.25 磁化强度为 M 。、 半径为的均勻永磁球体以角速度历绕过球心且与 M 。 垂直的轴旋 

转，求辐射场. 

5.26 将点电荷产生的库仑势与电场强度展成平面波. 

5.27 求平面电磁波照射到半径为 a 的绝缘介质球上时，该极化介质球激发的辐射场. 

_ 

5.28 证明由比荷相同的带电粒子组成的孤立系不存在电偶极和磁偶极辐射. 

5.29 一 点电荷以频率 a 绕半径为 a 的圆做圆周运动，求它的辐射场. 

6.1 两相距 d 的电荷密度分别为 ct ，- o ■的非导电平行板，以相同速度运动，求两板间的电 


5.22 


5.24 


磁场 


6.2 证明(1/£^ 2 )£ 2 -炉和£.忍为洛伦兹不变量. 

6.3 证明若 £•# = () 和 £ 2 = c 2 S 2 在一坐标系成立，则在任何洛伦兹坐标系都成立. 

6.4 在静止系、半径为 r Q 的理想直导线中有以相对论速度运动的电子流产生的恒定电流， 

电荷密度为零，求在运动系中所观察到的电磁场. 

6.5 求在半径为 fl 、 电荷密度为 Po 的电子束柱中离轴心 r < a 处电子所受的斥力. 

6.6 一无限长，单位长均匀分布电量为 g 的离子束，求离束中心 r 处离子所受的力. 

6.7 求一单位长度带电荷为的以速度 v 运动的柱状带电粒子束周围空间的电场和磁场. 
6.8 求一束无限长相对论电子中单个电子所受的径向力. 

6.9 —理想导电球以常速度在均勻磁场中运动，求导体球面上的感应电荷密度. 

6.10 在相互垂直的电场和磁场中，放一初速为零、静止质量为 m 、 电荷为 g 的粒子，给 

出一参考系，在其中所观察到的电场或磁场为零. 

6.11 对不能遍及全空间，矢势为的平面电磁波，证明 A z = 0. 

6.12 求以常速度运动的带电粒子的电磁场. 

6.13 相距 d 的能量为 50 GeV 的两个正电子向同一方向运动，求两粒子之间的作用力. 

6.14 带电粒子以常速度沿 z 轴运动，设 r = 0 时刻粒子正好经过原点，求 f 时刻 p 点的标势 

和矢势. 

6.15 已知速度和加速度的带电粒子做非相对论运动，求平均辐射角分布. 

6.16 高能带电粒子在介质中运动发生契仑可夫辐射时，求粒子速度、折射率以及辐射方 

向相对于粒子运动方向的角度之间的关系. 

6.17 由相距为 a 的两块无限大理想导体平行板组成的波导，中间充满折射率为《的气体, 

分析波导中传播的电磁波模式. 

6.18 质量为 m 、 电荷为 g 在库仑场中做圆周运动的粒子，考虑粒子的辐射，计算半径减 

小一半时所需时间. 

6.19 证明电磁波的波矢和频率组成四矢量. 

6.20 在一参考系中电场和磁场相互垂直，沿 ExB 方向以多大速度运动的参考系中，只 
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有电场或只有磁场. 

6.21 求静止质量为 m 、 电荷为的粒子通过电势差 V 后的速度. 

6.22 证明自由电子既不能发射光子也不能吸收光子. 

6.23 在以速度 v 运动的参考系中，已知粒子的能量、速度以及运动方向，求在静止系中 

粒子的动量以及运动方向， 

6.24 经典氢原子 f = 0 时刻电子处于第一玻尔轨道，导出辐射轨道半径衰减至零时所需时 

间的表达式. 

6.25 求带电粒子被均勻电场加速到接近光速时的动量和速度. 

6.26 带电粒子在矢势为 A 的电磁场中做相对论运动，用坐标及其对时间的导数表示与广 

义坐标^对应的正则动量. 

6.27 相对论带电粒子在垂直于磁场的平面内沿半径为的圆运动，求所需磁场的表达式. 
6.28 已知磁场为，证明在自由空间中它满足麦克斯韦方程. 

6.29 电子在轴对称磁场中运动，求电子动量与轨道半径之间的关系. 

6.30 电子在一维 i 皆振子势阱中运动，求每周的辐射能量. 

6.31 一电子在线恢复力场中运动，考虑辐射阻尼，求辐射阻尼力的表达式. 

6.32 考虑加速带电粒子的能量辐射效应，求电磁波作用在电子上的力的时均值. 

6.33 电子在简谐势中运动，考虑阻尼作用，求辐射强度与频率的关系. 

6.34 考虑在加速器中做非相对论运动的带电粒子的辐射损失，求粒子动能与时间的关系. 
7.1 一 速度为 v , 的正电子与电量为办的原子核正碰撞，分析辐射角分布与偏振特性. 

7.2 带电粒子在加速器的水平对称平面里做近似圆周运动，证明竖直方向的微运动是振动. 
7.3 讨论等离子体强流放电对反质子束的聚焦效应 ■ 

7.4 带正电的相对论粒子束先后穿过长为/的均匀电场和磁场区，假定电磁场使粒子的偏 

转角度私、味很小，证明粒子动量户可用仏私以及 Z 表示. 

7.5 计算一个经典电子在高频电磁辐射时的散射截面. 

7.6 平面线偏振电磁波被一自由电子所散射，导出非相对论极限下的微分散射截面公式. 

7.7 线偏振电磁波被介电常数为 A ：、 半径为&及髙为&的小电介质柱所散射，求散射总截 


面 


7.8 平面线电磁波照射到半径为 A 介电常数为 f 的介质球上，导出散射截面与散射角的 


关系. 


7.9 频率为⑵、波数为 々的电 磁波入射到电子密度为《的等离子体中，求色散关系 • 

7.10 已知电磁波在等离子体中的色散关系，求似>%时等离子体的折射率以及电磁波在 


其中的传播速度. 

7.11 讨论角频率为6?的电磁波在等离子体中的传播特性. 

7.12 讨论电磁波在电离层等离子体中的传播，求出左右旋极化波的截止频率 
7 . 13 导出极低频平面电磁波进入等离子体的穿透深度. 

7.14 写出在随时间变化的磁场作用下，磁化强度随时间变化的运动方程. 

7.15 在介质中传播光的经典色散理论中，计算电子对线偏振平面波的响应. 
7.16 各向同性介质中的介电常数. 
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7.17 具有均勻密度的静止的电中性无碰撞等离子体中的左旋、右旋偏振波. 
7.18 通过噪声脉冲测得星际介质的平均电子密度. 

7.19 使收到的脉冲波形没有太大形变的最小宽带. 

7.20 计算脉冲星到地球的距离. 

7.21 求散射过程中所辐射掉的能量. 
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第 1 章静电学 


1.1 由电场求电荷分布 


一 静电荷分布产生如下的径向电场 


WMM1 


-br 


e 


E = A 


式中， A 、 6为常数.⑻计算并图示电荷密度 ,( b ) 求总电荷 

解⑻ 电荷密度为 


一 br 


s 0 Ab 


A ® 


-br 


P = € qV • E = £ qV 


+ 4 n £ Q AS ( r ) 


e 


e 


2 


式中 


0, 


r 弇 0 


^( r ) = 


r = 0 


且有 


S ( r)dV = 1 


即除一点电荷471以位于球心外，空间存在一球对称的负电荷分布，如题图 1.1 所示 

( b ) 总电荷为 


P(r) 


E 6 S = lim e 0 AreT br - 4 n = 0 


4ne 0 AS(r) 


或 


Q=\ p ( r)dV 


e 0 Ab 


00 


-br 


4 nr 2 dr + 4 ne Q A = 0 


e 


2 


0 


1.2 偏离库仑定律的讨论 


题图 丄1 


题 1.2 假定从实验中发现两个点电荷之间的作用力 
不是库仑定律的形式，而是 




4 沉 0 r^ 2 


F n^ 


e 


式中， o * 常数.⑻写出点电荷《周围的电场£的公式 .( b ) 围绕该点选择一积分路径，求线 

积分 f 五 


为半径的球面求面积分# 


d /.( c ) 对以点电荷为球心 ， n 


E * dS • ( d ) 以 为 


_ 
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量)为半径重复 ( C )， 求距点电荷为 o 处的 V * 五，并 

把 ( b )、（ C )、 ⑹的结果与库仑定律的结果相比较. 

( a ) 在点电荷周围的电场为 

(1 一 4ar)e r 


q 


E(r)^ 


4ns 0 


式中， r 为空间点至点电荷《的 距离； 为由 g 指向 

空间点的单位矢量. 

( b ) 由题图 1.2 所示，对闭合路径 L 


题图 1.2 


61 - 61 cosO - dr 


则 




q 


{\-4ocr^dr 


Edl 




4tc£ 


<1 


= 0 


4tc^ 0 


4n£ 0 r 


，所得点电荷电场为 


由库仑定律 F 12 = 


q 


E(r)= 


4ne 0 r 

五 * d / = 0 


显然有 


即与本题的结果一样. 

(c) 对以点电荷 g 为球心、 n 为半径的球面\ dS=dSe rj 则有 




<1 


E *dS = 


s 4 tiSq 




q 


( i ^) 


右 0 


由库仑定律与高斯定理，得 


<1 


E ^ dS =^- 


£ o 


两者之差为^ • 

⑹利用 ( C ) 的结果， 在^ + zl 处，有 


q 


E6S = 


e Q 


取与为半径的二球面所构成的球壳面为闭合曲面 y ，它所包围的体积为 V f ， 
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由高斯定理 


E^6S = 


VEdV 


s 


V 


因」为小量，上式可写为 


~^a( ri + A) + 7 ^"] = 令 [ 0 ! + 」) 3 - ¥](▽•[) 

I— j L 」 


q 


r=r i 


£ 0 


A 


并由一 《1，近似取 


A 


A 


A 


1 + - 


1 + n 二 






则有 


I_ 


V * E(r = rj) 


= — 


5/2 


由库仑定律，点电荷 9 激发的电场的散度公式为 


q 


V • E ( r ) = — S ( r ) 


£ o 


1.3 由电荷分布求电势、总电荷、电偶极矩、电四极矩 


题 1.3 静电荷分布在间隙为的一维 X轴上，对于 |jc'|<a ，电荷密度为 /?(/) ， 

而对于 bc1>a, 电荷密度等于 0. ⑻写出 jc 轴上各点的静电势 <P(；c) 依赖于 POO 的关系.⑻求在 

时，你)的级数展开式 .(c) 对于题图 1.3 中的每种电荷分布 ，求： ⑴总电荷库、 

⑻电偶极矩尸 = JVpdx、（iii ) 电四极矩； （ iv ) 在时，电势按 l/;c 幂次 
展开的主要项. 




(i) 


X f ^Q 




-9 


⑼ 


夕二一 




2 


2 


一 2? 


<1 


q 


(iii) 


f =0 


x f ^ — 


2 


2 


mm 


L3 


(a) x 轴上点的静电势为 


p { x f ) 


0(X) = 


4 ns 0 


-a jc — x 


(b) 当 x > a ， 时，有 
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=— + 


H - 二 + 


所以少以)的级数展开为 


外 V 2 仏 + 


p ( x f ) x f 


p { x f ) 


1 


a 


dx f + 


dx f + 


0( x ) = 


4 ns 0 


( c ) 对于电荷分布⑴，有 


p { x f )= qS { x f ) 

( i ) Q = q ， ( ii ) P = 0, ( in ) - 0, ( iv ) 0( x ) - 


<1 


故得 


47Cf A JC 


对于电荷分布 ( ii )， 有 


p { x 9 ) = -qS x f + - \ + qS x 9 -- 


2 


2 


故得 


q 


⑴ <2= o ， ( ii ) P = qa , ( iii ) Gjcr =0, ( iv )< Z > ( jc )= 


4nenX 


对于电荷分布 ( iii )， 有 


p { x f ^ ― qS x f + — + <jS x f — 一 2 《在 ( jc ’) 


2 


2 


故得 


q 


( i ) (2 = 0， ⑻尸 =a ( iii ) Q ^ qa 、 ( iv ) 0( x )= 


Sne^x 


1.4 两相互垂直无限大带电薄板的电场 


两块均勻无限大的薄板相互垂直，它们的电荷密 
度为 + CT 和 - CT . 求空间各点电场的大小和方向，并画 出迟的 

电力线_ 


PIE 


- <7 


对一个无限大的带电板，它在空间各点的电场大小为 


E — 


2 石 0 


方向与板面垂直_因此，对本题的两互相垂直分别带 M 电荷 
的两板，电场叠加应为 


题图 M 




E = 


2 f 0 


其方向如题图 1.4 所示 


1.5 高斯定理什么情形下不适用 


下列哪种情况高斯定理将不适用： （ a ) 有磁单极子存在； （ b ) 平方反比定律不准 


M 
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确 成立； （ C ) 光速不是一个普适常数 

解答案为⑻. 


1.6 电荷保持在稳定平衡状态的条件 


题1_6 —个电荷被保持在稳定平衡状态的条 件是： ⑻利用一个纯的静 电力； （ b ) 利用 
一个机械力； （ C ) 上述两者都不行. 

解答案为 ( C ). 


1/7极化矢量 P 与电场强度 E 的关系 


1.7 对极化矢量 P 与电场强 度五， 在方程 中， 一般情况下 a 是： ⑻ 标量； （ b ) 


矢量； （ c ) 张量 • 

解答案为 ( c ). 


1.8 电荷在带电的圆环轴线上的简谐运动 


题 1.8 ⑻一 半径为/?的圆环上均勻分布着总电量为+2的电荷.计算环心的电场和电 

势； （ b ) —负电荷-！2被限制在环的轴线上滑动， 证明： 当垂直于环平面的位移很小时，该 

_ 

电荷将做简谐运动. 


mm 


1,8 


如题图 1.8 所示， z 轴为圆环的轴线.则环心的电场与电势为 


Q 


^ — 0 , 


9 = 




在 z 轴上 P 点处的电场为 


Qz 


E ( x ) = 




4 ne 0 ( R 2 + Z 2 ) 3/ 


故当负电荷-!2处在 P 点时受力为 


Q 2 z 

4 ns 0 ( R 2 + z 2 ) 3/2 




Z 
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当 2 «/?时，有 FU ) oc Z ， 故 H 2 做简谐振动 


1,9均匀带电圆盘的空间电势分布 


在半径为的圆盘表面上均匀分布着总电量为 g 的电荷 •求： （ a ) 由电荷分布的 
轴对称性，求对称轴上任意点处的电势.⑼借助⑻，求空间任意点处电势的表达式， 
把该式表示成角度谐函数的形式. 

( a ) 坐标轴选取如题图 1.9 所示.在圆盘面上，取半径为 r 到 r + dr 的圆环，该环在 
点(0, 0, z ) 处的电势为 


1_9 


27crdr 


<1 


d<p = 


2 


2 


2 


4ns 0 


tm 


r +z 


对 r 积分，可得整个圆盘在该点的电势为 

^ z) = Jo 


rdr 




2ns 0 a 2 yj r 2 + z 2 


q 


2 


2 


a +z - z 


2ns 0 a 

( b ) 在 W > a 区域 ， VV = 0, 解为 

p( r ，的 =z 


(cos 9) 


n+1 


在广400时，炉 — 0，有 

对 z >0 上半空间，对轴上的炉=炉0*，0)，因为/^(1)=1，有 

咖 o ) = Z 

n=0 ^ 

对 z <0 下半空间，对轴上的炉=炉(/%71)，因为匕(-1)=(_1)'有 

cp(r y n) = f] (~l) n -%-• 


= 0 


n +1 


n=0 


代入⑻的结果，在轴上 lzl = r ， z >0 时，则有 


2 


2 q 


<F 


2 . 2 


1 + 


z 


2 


2 


2 


n+1 


2ne 0 a 


4n€n a 


o 


而 


1 


2 




2 


2 


2 


2 


2 


212 


212 


2 


a 


a 


a 


=1 + —— ^ + 


l + ^r 


2 


2 


2 


2 


2 ! 


2 


二 _n + l 


2 


2 


212 


a 


qr 


E 


Z 


2 


r n+1 2ns 0 a 2 


n=0 
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比较 r 的各次方的系数，有 


b 2n-\ = 0 


21 2 


2 




In 


a 


2n-2 — 


2 


2ns^a 


n 


o 


所以得 z >0 区域中任意点 r 的电势为 


二 _1 


2n— 1 


2\2 


2 


q 


a 


X 1 '1 

/ 」 


Ucos 沒)， 


z >0 


<P(r) = 


x 


2 狀 S 


n 


对 z <0 区域，做类似的处理，由于 (-1 产 2 二1，故 


1 


— W + 1 


2n-l 


2 \2 


2 


q 


a 


E 


P 2rt _ 2 (cos 汐 ) ， Z<0 


p ( r ) = 


X 




^TZSrxQ 


n 


0 


即全空间 Wr ) 的表达式相同，都为勒让德多项式的形式 


1.10 绝缘带电薄圆板对点电荷的作用力 


1.10 半径为/?的绝缘带电薄圆板，表面电荷密度为 OV —点电荷+2放在板的对称 
轴上，求作用在电荷 <2上的力. 

参考 1.9 题与题图1.9,设点电荷0在对称轴的(0, 0, Z ) 处，则圆板在该点的电场 


m 


为 


a 


z 


E =- 


故点电荷受力为 


crQ 


z 


F = QE = 


2 f 0 


2 


2 


+ Z 


力的方向沿圆板的对称轴 


1.11 五个面接地的立方体中心的电势 


1.11 一个立方体有五个面接地，而第六个面 
与其余五个面绝缘.电势为办，如题图 l . ii 所示.问 
立方体中心的电势是多少，为什么？ 

解立方体中心的电势扣可表示为六个表面的 
电势的线性函数，即 


题图 L 11 
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式中， G •代表第/个面所具有单位电势值.由于六个面相对立体中心几何位置相同，故各 
Q 也相同，设为 C ， 这样有 


♦c = 也 


当六个面均处于电势釦时，中心的电势显然为釦，由此定出 c = 7. 但现只有一个面电 


6 


^0 


势为也，而其余的五个面电势为零，因此中心的电势为3 


6 


1.12 均匀带电球体的电场与电势 


1.12 一 半径为的均匀带电球体总电荷为(2,求空间各点的电场与电势 • 
球的体电荷密度为 


Q 


P = 


4 


7 l /? 3 


取高斯面为半径为『的与球体同心的球面，由对称性，此面上各点电场强度大小相等，方 
向沿径向，由高斯定理 




EdS = 




立即得出 


Or 


r<R 


E x = 


4ne 0 R 3 


Or 


r>R 


五 2 = 




由公式 


Edl 


得 


(^(r)=\ E x dr+ | £ 2 dr 


Qdr 


R 


Qrdr 
4ne 0 R 3 ' 4ne 0 


00 




r 


Q 


r<R 


R 2 ) 


%ns 0 R 


Q 


r>R 


E^i * d/"= 


4n£nr 




1.13 球心置一点电荷的带电导体球壳的空间电场 


题 1.13 对处在平衡状态下的一个内外半径分别为的导体球壳，在其中心处有一 
点电荷1在外表面有电荷密度为 o ■的均匀电荷分布，求所有 r 处的电场与在内表面处的电 


荷 


在静电平衡时，导体内表面的总电荷应为并由高斯定理易知 
< a 时 




E(r) = 


4ns 0 r 


< r < 办时 


a 


E ~ 0 


<办 时 


4nb 2 a ab 2 


1 


E(r )= 


4ns 0 r 2 


1.14 同心的带电导体球与导体球壳的电场与电势 


1.14 一半径为 n 的实导体球带有电荷+仏被一个内外半径分别为 r 2 和 r 3 的中空 
导体球包围，用高斯定理 表达： （ a ) 外球外的 电场； （ b ) 两球之间的 电场； （ c ) 确定内球电势的 


表达式，不必积分 


由静电平衡，中空导体球的内表面带总电荷+0，外表面带总电荷 - G _ 高斯定理为 


Q 


Q 总为封闭面 S 中所包围的所有电荷的代 数和. 因 此有： 


EdS = 


£ o 


(a) 


Q 


E(r)= 


r>r 3 . 


47C^ 0 r 


( b ) 


Q 


E(r) = 


r 2 >r>r x 






4ns 0 r 


(c) 电势公式 


<P(P)=1 

J p 


E 61 


所以内球电势公式为 


Q 


Q 


Jr \ 




dr 


4ns 0 r 2 Jr 3 471^ 0 r 
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1.15 内部均匀充满电荷的接地金属球壳的静电能 


1.15 已知在内半径的、外半径/?2的接地金属球壳内部充满着均匀空间电荷密度 P ， 
求系统的静电能，求中心点的势. 

在/^^^作球面，利用髙斯定理得 


P 


E =- 


£ 0 


因球壳接地，有供 ( Ri )= 0和 E = 0( r > R 2 M 




P 


( R ^- r 2 ) 


<P(r) = 


Edr = 


6 f 0 


中心点的势 


❼⑼ =P^i 2 


6 f 0 


静电能量 




2 


) _ /? • 47ir dr 


W 




2p 2 Rl 


45s 


o 


1.16 电势差为 V 的两球壳之间的电流 


1.16 已知两个同心金属球壳内外半径为 a 、 b ( b > a ) ， 中间充满电导率为咖材料， 
o 是随外电场变 化的： cr = KE ， 其中尤为常数，现在将两壳维持常电压 V ，求两球壳之间的 


电流 


解电流值为 


2 


2 


2 


KE^S = KE ^4 nr 


I = j • S = crE • S 




故电场为 


E = 


电势为 


V = - J E -dr —— 


Qnbld ) 


—dr- 


b 


因此 


4 nKV 2 /\ n ( b / a ) 


I 
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1-17 肥皂泡收缩静电能的变化 


题 1.17 已知一个半径为 1 cm 的绝缘肥皂泡的电势为 100 Y 如果它收缩成半径为1 

的液滴，问它的静电能变化是多少？ 

解设肥皂泡带电量为 <2,则有 


IHTmI 


Q 




4 n£ 0 r 


当 时， V = y 1 =100 V , 故2=47^0 R 

当 半径从 n 变到 ~= lmm 时，电能变化为 


1 


Q 


Q 


= 2^ 0 (^) 2 


Aw = 


8 ti ^ 0 r 2 StcSq ^ 


r 2 n 


2 


= 2 nx 8.85 x 10~ 12 x (10 一 2 x 100) 


10 〜 10 


5 x 10' 8 ( J ) 


w ■ 


1.18 电荷密度为 = + 心的球壳的电场、电势与能量 


1.18 静止电荷分布在内半径为私、外半径为/?2的球壳中，在壳中电荷密度 
+ br , 其中 r 为从中心到观察点的距离，空间其他地方无电荷 分布. ⑻求空间各处电 


P 


a 




场依赖于 r 的表达式. ( b ) 对的空间点，求电势与能量密度的表达式.假设取 r 趋于无穷 
远处的势作为零点. 


因为 P 只是 r 的函数，所以根据对称性的要求，可取高斯面 S 是半径为 r 的同心球 


面，则由高斯定理 


j E dS = — ( p ( r ) r 2 dr 

Js £ o J 


可得 ( a ) 


r </^ 时，五 i =0 


4 n 


f (a + br f ) r f 2 dr f 
% Jr ' 


4 nr ^ E 2 = — 


故 


b 


( r 3 + —( a * 4 -及 i 4 ) 


4 




>尺2时 


471 (^(a + br^d/ 
^ 0 jR 2 


4 nrE 3 = 
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吞 (/?! -/??) + 与(/?》 -R\) 


E 3 = 


4 


^ o r 


(…「〈拓时的电势与能量密度.因 〆 0)) = 0,故 


+ 五 dr 


/? 2 




2 


S Q 


由于£ 1= 0( r < R x ) y 所以在『<7^处的能量密度 


^0 


£：! 2 =0 


W = 


2 


1.19 均匀带电球面上的面元受力问题 


1.19 静止电荷 (2 均匀分布在半径为厂的球面上证明：带电荷扣的小面元所受的力 

沿径向向外，并由公式 dF 二 $£：( 每给出，其中五= 


Q 


4为 


2 


4 ns 0 


2 


球面上的电场强度. 

面电荷密度为 


Q 


a- 


2 


4 nr 


如题图1.19,在球内靠面元 dS 附近的一点 P , 则面元上 
电荷 dq 在 / > 处的电场 


1.19 


2 


a 


E 


m 


ip 一 


2 e 0 


n 为面元 d 5 的法向 • 

在球内，电场为0,因此若设五2/>为面元 d 5 之外球面上所有电荷在 P 点产生的电场, 


则应有 


E n = ^\P ^2P = 0 


P 


Q 


所以 


<7 


E 


Ui 


2尸— 


2 


2 e 0 Sne Q r 


由于 P 离面元仳极近，可看作是球面电荷对面元仳产生的场强，因此必上所受 


的力为 


dF = dqE 2 p = —Edqn 


2 


其中， £= Q /4 ti 场 r 2 正是球面上的场强 



13 


1.20 带空腔的均匀带电球体电场与电势 


1.20 —半径为沁的球体均匀带电，体电荷密度为 
A 球内有一半径为办的小空腔，空腔中心与球心相距为 A 
如题图 1.20 所示.⑻求空腔中心处的电场£. ( b ) 求该点的电 


fj 


势必 


⑻在空 腔内任意一点广由题图1.20, OP = r , 

I 

如果球体无空腔， P 点电场 


0 


OT ^ r \ 00，= a ， 


R 


为 




p 


(i) 




3 f 0 


L20 


如果只有空腔球体有电荷密度瓣分布时， P 点电场为 


P 一， 


( 2 ) 


[3 = 


3^o 


由电场的叠加定理，对本题条件， P 点的电场应为 


P 


(3) 


e = e 「 e 2 = 


3^o 


即空腔内为一均匀电场.当然空腔中心处的电场也由式⑶ 决定. 

( b ) 取无穷远点为电势零点，考虑任意一个均勻带电(体密度为 P ) 的半径为的球体， 
球内外电场为 


pr 


r<R 


3^o 


(4) 


E ( r ) = 


PR 


r > R 


3f 0 r 


则球内任意一点(与球心相距为6的电势为 


P 


(3 R 2 - r 2 ) 


(5) 


♦ 


dr = 


6 f 0 


由电势的叠加原理，空腔中心处的电势应为整个球体带电时的电势与假定球腔处为一带电 
小球体所代替时电势之差，即由式(5)，有 


P 




(3/? 2 2 - 0) 






6f 0 






1.21 理想偶极层的电势问题 


1.21 面 S 上有理想偶极层，单位面积的偶极矩为 r ， 该偶极层空间点 P 处的电势为 
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♦P = 


^dS 


4 ne 0 


式中， r 为面元 dS 到点 P 的矢径 • ( a ) 在町平面上有无限大偶极层，偶极矩密度均勻 ，为 ew z ， 
试判断#在该面上的不连续性，并求出跳跃值.⑻半径为 a 的球之中心有一正的点电荷分， 
在球面上有一均匀的偶极层 r 及均匀的面电荷密度 a 求使球面内的势为电荷^的势，球外 
的势为零的 z ■及 o ■值(可以利用你所知道的关于面电荷势的知识). 

解 （ a ) 由对称性，点 P 的势只可能与它的 z 坐标有关.建立柱系标系(及，0， z )， 不妨 

让尸在 Z 轴上，则 


/ 


♦P = 


47 if 0 ^ r 3 


A%£q 


因为 r 2 =/? 2 + Z 2 , dS = InRdR , 所以 


z > 0 


2 f 0 ’ 


RdR 


2 nrz 

J 0 」 (R 2 + Z 2 f 


00 


♦p = 


r 


z <0 


2q ， 


所以在 z =0 面即巧面上，电势不连续，跃变值 


A 沴= 


2 f 0 


) e o 


Q 


由高斯定理 f 


£ dS =— ? gPcr *4 Tca 2 +9 =0 


( b ) 依题意 r > fl 时，多 = 0，从而五 = 0, 




故 


q 


4710 


这样，如果设无穷远处的电势为零，则球面外的电势就处处 为零. 球面内的势 

，故球面上势的跃变值 △#==- 


q 


Q 


<1 


，所以 


时，於= 


， r = a 


4ne^a 


4 ne 0 a 


4 ns n r 


q 


左 0 4k£ 0 


即 


Cl 


Ana 


1.22 证明带电半圆环直径上的电场强度与直径垂直 


题 1.22 电荷分布在半径为/?的半圆环 A 5 C 上，如题图 1.22 所示，线电荷密度为 ; losing 

式中，烏为常数，伪半径⑽和直径 AC 间的夹角.试 证明： AC 上任一点的电场强度都与 
AC 垂直 • 


证明要证 AC 上任一点的电场强度都与 AC 垂直，有两种解法 


(1) 只要求出 AC 上各点的电势都相等，电场线一定垂直等势线. （2) 计算 AC 上任一点 
的电场强度的水平方向的分量为 0. 

解一在半圆环 S 处取电荷元扣= ； losin 6 Kd 6> ，在 
AC 上一点 D 处产生的电势为 


>^sin ORdO 

A%SqX AusqX 


R 


dU = 




A 


C 


其中 


题图 1.22 


则整个半圆环在 £) 处产生的电势 


A ) 


& sin 0RdO 


U = 


o 


AC 上各点等电势， AC 为等势线，故而 AC 上任一点的电场强度都与其垂直 


B 处电荷元在 D 处产生的电场在水平方向的分量 

J^RsmOdO 


cos J3 


dE n ^ 


AnenX 


o 


则整个半圆环在 D 处产生的电场在水平方向的分量 


RsmOcosO - rsinO 




n 


= 0 


E Ii = 


4n€c j 0 


0 


(R 2 + r 2 -2Rrcos0) 2 


电场强度的水平方向的分量为0,而其垂直分量不为0,所以上任一点的电场强度 
都与 AC 垂直_ 


1.23 由电势分布求电荷分布 


A 


23求怎样的电荷分布才能产生出形如其中4是常数)的电势分布 • 


解因为 V 2 p = ’， 在 r #0 的情况时，球坐标下 


^0 


d 2 <p 


dg> 


1 


u I 2 3炉 

r 2 dry dr 


1 d 


▽v 


sin ^ a ， r^J% 2si n^ a. 


2 


A 


，代人上式 


M<p = 


a a ^ 




+ 0 


— e 


r 


dr 


dr 




A 


2 


r 




2 


2 


dr 


2 


A 
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由静电场泊私 v 方程 


P 


2 


v> = - 




得 


"Af 0 


p =— 


当 r ->0 时 


A 


A 


—e 


所以 


2 


V <p = AV — = 4rtAS(r) 


所以电荷分布为 




+ AnAS{r) 


p = _ 


1.24 导体星球的最终电势 


假设宇宙中存在某半径为 /* 的导 
体星球，在离星球遥远的地方有一质子源源不 
断地向该星球发射质子并使其 带电. 假设质 
子的最高能量 为仏. 取离星球很远的地方的 
电势为零，求星球的最终电势. 

解考虑质子源出射的质子流中对星球 

球心瞄准距离(质子刚出射时速度方向和球心 
的距离)为汍心 /*) 的能量为£的质子.设质子的初始动量为 Po , 取离星球很远的地方的电势 
为零，则质子射出时的能量为 




# 


题图 1.24 


E 


( 1 ) 




式中， m 是质子的静止质量.设星球充电到电势 U 时，上述这种质子沿题图 L 24 中轨迹与 
球相切 而过. 质子在切点 A 的能量为 


( 2 ) 


E A =eU+yjp 

式中， P 是质子在 A 点的动量 大小； e 是质子的电量.当质子沿轨迹运行时，质子能量守恒， 


故 


(3) 


E= E a 

质子沿轨迹运行时，所受静电力沿质子与导体星球球心 . 因此对于星球球心质子的角 
动量守恒，即有 
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Pod 二 pr 


(4) 


由以上四式，解出 


d 


d 


PqC 2 + m 2 c 4 


Po 


Pi 


= E - 


eU = 


m 


m 


当星球电势达到 t / 时，不能俘获瞄准距离为 < 能量为£的质子_现对上式取扣0, 
E = E m ， 得 t / 的最大值 


E m 一 


U 


当达到 t / m 时，该星球不再能俘获质子源发出的任何质子而充电，故 C / m 为星球的最终 


电势 


1.25 真空中非均匀带电厚板空中电场的分布 


题 1.25 如题图1.25, 一厚为 b 的无限大非均匀带电板置于真空中，电荷体密度为 
P = kz 2 {-b < z < b ) y 其中 Jt 是一正的常数.试求空间各点的电场强度 • 

解(叠加原理）无限大均匀带电平面的电场是已知的，即设带电平面的电荷面密度为 
+ 0-,则平面外电场强度方向垂直平面向外， 大小为0/2办 因此结合本题利用静电场的叠加 
wM , 可按微元法将非均匀带电板视为许多均匀带电薄板产生的电场的叠加. 

⑻对 z >6 空间，电场强度为 


bkz 2 A kb 3 
—= —— 

2fQ 3^0 


f 

J-b 


p ( z ) 


f 厶 

e ^L 


( 1 ) 


6E =e 


Z 


Z 


z 


2f 0 


o 


式中， G 为 z 方向的单位矢量. 


题图 1-25 


( b ) 同样对 z <0 空间，电场强度为 


kb 3 


五2 




3^o 


( c ) 对 0< z <6 空间，电场强度为 
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kz f 


b kz ' f \ k 




piz f ) A . 


b 


( 2 ) 


E 3 =e 


3 f 0 


2 f 0 


2 f 0 


2 f 0 


2石0 


-b 


-b 


另解（高斯定理）由对称性，在 z <0, 以及 ( Kz 三部分空间的电场强度分 
别可以写为 


E x = E x e z , 

五2 = 五 2 e z ， 

E 3 = E 3 ( z)e 


Ex 


const 




E 2 = — E 1 


( a ) 取上下底面均在平板外的柱面为高斯面乂按高斯定理 


^•d5=—J^p(z)dz-5 


1 2 k 


b J S 


Ei • S - E2 • S — 


3 




再代入 仏一五 i ，得 


kb 3 


E 2 = ~ E l 






3( 


( b ) 取上底面在 z 处，下底面在平板外的柱面为高斯面乂则得 

多 £ dS =丄 J 二 /?(z)dz 


S 


k 


* S — ^2 * S 




« 




2 


^0 


代入前面求得的於值，即得 


k 


E 3 = 


3 f 0 


1.26 氢原子核和电子云的相互作用能 


1.26 氢原子由原子核和电子云组成，电子云电荷密度分布为 〆 

a 

为核电荷， a 为玻尔半径.试求氢原子核和电子云的相互作用能. 

取球坐标.离球心处的电荷元为 


e 


，卯 


2 


% 




( 1 ) 


sin Odrdddip 


dq = p ( r)dv = 一 


r 


3 


相互作用能为 
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= j < p ( r)dq = J < p ( r ) p ( r)dv 


W 


q 2 o 


1 


/ 




2 


sin^drd^d^ 


( 2 ) 


<& 


o 


^ o a 


^ o a 


1.27 正负电荷系统半径为有限的球面等势面 




1.27 设点电荷仍和12相距 A ， 证明： 在这个系统的等 

势面中，存在一个半径为有限的球面等势面. 

证明 取仍和-奶的连线为 z 轴，设该等势球面的球心在 1 
轴的 O 点(题图1.27)，球半径为/?，则球面上任一点的势为 




0 


丄 a 

471^0 I r \ r 2 


<P = 


题图 1.27 


《2 


<h 


( 1 ) 


d<p 


= 0,由此得到 


由于球面为等势面，故有 


de 


球面 


《2之2 


Q \ Z \ 


( 2 ) 


由式(2)，得到如下方程组 


2 


^1 Z 1 = 《 2:2 

qi(R Z +zj) = ql(R 2 +Zi) 


(3) 


由上方程组解得 


2 


Zt —9l 


2 


(4) 


= Z 1 Z 2 


2 


z 2 


满足式 (4) 的球面即为等势面 • 


L 28 变化的面电荷分布产生的电势 


1.28 在2 = 0的平面上有面电荷密度分布(7 = £7 0 81110^8111々>?，其中 cr 0 
常数，求空间中的电势分布_ 


P % 




, a ， 
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解本题可用分离变量法求解.由题意，本题的定解问题为 

A 的 (X ， y ， z) = 0 ， 

A 炉 2 (x ， y ， z) = 0 ， 


z>0 


(1) 


z < 0 


( 2 ) 


9^2 d ^i 

dz dz 


当 |z| 4 QO 时 p > 有限 


Py , 


(3) 


- sin ax sm 




设上下半空间区域解的形式为 


<P(x, y, z) = X (x)Y(y)Z(z) 


(4) 


代入方程⑴和⑵得到 




+ a 2 X=0 


dx 2 


d"y 


/? 2 y = o 


(5) 




d 2 Z 


2 


X 


一 rz = 0, 


dz 


由方程 (5)， 考虑到势在无穷处的有界性，求得上下半空间区域解的形式为 


q\ = Asinaxsin fiyeT Xz , 


( 6 ) 


z>0 


<p 2 = A sin ax sin Py^ Xz , 


(7) 


z<0 




由式⑷可定出常数4 ， A 


全空间的势为 




■ 






Py ^ r Xz ， 


( 8 ) 


z > 0 


y ， z)= 


smaxsin 




Jo 


sinaxsinfiyc z . 


(9) 


z <0 


<p{x, y, z) 




2 X & 


1.29 电容器极板距离改变后电势的变化 


1.29 一电容器充有电荷0,它的一个极板接地，另一个极板孤立.现拉大两极板 

的距离，电容值由 G 变为试问拉开过程中孤立极板的电势如何变化？ 

解在拉开的过程中，孤立板上的电荷量维持不变，而0 = CV ， 故孤立板的电势应升 
高.设 V 2 为拉开二板前后孤立板的电势，则显然有 

V 2 = 


c 2 
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1.30 两串联电容器间距离的变化对储能的影响 


1.30 如题图 1.30 所示两个串联的电容器，中间的刚性部分的长度为 I 可垂直移 

如果外极板的电压 


As x 


动，每一板的面积为总电容与中间部分的位置无关，是 C = 

差保持为 Vo , 求当中间部分运动时储存能量的变化 

设上、下两板间距分别为必和办，则 


* 


ci — b 


d x + d 2 - a-b 


foA 


c i = 






C2 = 


^2 


题图 1.30 


对串联电容器 


^0 _ ^0 

a — b 


CjC 2 

C x + C 2 d x + d 2 


c = 


两个电容器的总储存能量为 


二 A^oVq 2 

^ 2 (a - b ) 


2 


W =- CV t 


0 


2 


显然，当中间的刚性部分沿极板方向来回运动时，&不变，故储能也不变 


1.31 改变电容器极板距离所做的功 


题 1.31 —个平行板电容器被充到电压 V 后断开充电线路，问将两板从距离^变到 

d ， 幸 d 需要做多少功(板的圆周半径 r » d )? 

解忽略边缘效应.平行板电容器的电容为 C = 兮， 储能为％ -^ CV 2 . 因在改变极 

a 2 

板间距时极板上电荷量不变，故有 


C 


V 9 = 


_y 


C 


所以 


2 


1 C 2 

2 C 9 




2 




2 


c 


这样，电容器储能的变化为 


d f 


c 


2 


2 


—-1 


AW e = Wl - W e 


- CV ^\ —-1 =-cv 




c 


d 


2 


2 
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ne 0 r 2 (d r -d)V 


因此从 d 到/所需的功为 


2 d 


1.32 改变电容器极板距离电容器的终了电压 


1.32 已知一个平行板电容器，极板面积为 0.2 m 2 , 间隙为 lcm ， 充电至 1000 V 后， 
断开电源.若把极板间隙拉开一倍，需要做多少功？电容器的终了电压是多少 

(〜= 8.9 x 10" 12 C 2 /(N • m 2 )) ? 

电容器极板之间距离拉大一倍，电容器的电容 = （： = ¥为原来未拉开间 

2 a 

隙时的电容.电容器充电至 f/=1000V 时，电容器电量为 G = cc/. 拉开间隙，电量 Q 不变. 
则电容器在拉开间隙过程中储能的变化为 


m 


1 Q 2 I Q 2 I Q 2 

2 C 2 C 2 C 2 
s 0 AU 2 8.9 x 10' 12 x 0.2 x (10 3 ) 2 

2x0.01 


1 


2 


= :cu 


AW =- 


2 d 


= 8.9 xlO ~"( J ) 

AW 即为把极板间隙拉开一倍时所需要做的功，因为 Q 始终不变，则终了电压为 

cu=cv’ 

ir=w = 2000( v) 


1.33 平行平面电极间的电流 


1.33 已知两个平行平面电极相距 < 电势分别为0与 V 。.如果低电势的电极上有一 


静止的电子源，在忽略碰撞时，求所流过的电流密度- 

选 x 轴如题图133,则电荷电流密度均为 jc 的函数.稳态时 


dj ( x ) 


( 1 ) 


= 0 


<±c 


Jo 


因此为一常数.设电子速度 vU )， 则 p ( x ) = 


v ( x ) 


0 


电势方程为 


d 2 V ( x ) p ( x ) = Jo 

f 0 s 0 v ( x ) 


6 x 2 


O 


由能量关 系：⑽ 2 (又)=《 V ，得 


2 


题图 1.33 


d 2 V(jc) 


Jo 


(2) 


dx 2 


£ 0 
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为解此微分方程，令《=+，贝 IJ 


dbc 


d 2 V du du dV 


du 


(3) 


dbc 2 dx dV dx 


dV 


因此方程化为 


udu = AV 2 dV 


(4) 


dV 


Jo 


式中 ， A = 


注意在 pO 处， = 等于0,否则将迅速逸出阴极以抵消电势的变化.因 


dx 


s o 


ae 


而积分式⑷得 


= 2 AV 2 


2 


或改写为 


V 4 dV = 2A 2 dx 


(5) 


因在 ; c = 0 处 V =0 与;处 V = Vg ， 故积分式⑶即得 


4 


Jo 


rn 


4 


2 A 2 d - 2 




d 


( 6 ) 




2 e 




由式⑹就可求得电流密度为 


4^o 2eV 0 


J = ~h e x = 一 


9 d 


1.34 均匀带电柱形棒轴线上的电场 


在真空中有一直径为 < 长为叩 的柱 

形导体棒，如题图 1.34 所示.已知棒均勻带电，远离两端 
处表面附近的电场为说，求在圆柱轴线上，处的电 


场 


解以柱体轴线为 z 轴、原点为棒的中心建立坐标系. 
注意到 l 》 d ，由高斯定理可知远离两端处的柱面外侧的 

电场取为 


又 


E 0 = 


ns 0 d 


题图 1.34 


由此求得线电荷密度 2 = 对轴线延长线上 r »/ 

的点，可把导体棒视为电量的点电荷，因此该点的 

电场近似为 
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Q E 0 dl 

- T = - T 

4 ne 0 r 4 r 


E = 


e 的方向沿轴向向外. 


1.35 加上电压的同轴电缆的电场及所带电荷 


题 1.35 —个被空气隔开的同轴电缆，内导体的直径为 a 5 cm ， 外导体直径为 1.5 cm •当 
内导体相对于接地的外导体有 8000 V 的电势差时 ，问： （ a ) 内导体上每单位长度的电荷是多 
少？ （ b ) 在距轴线 r = 1 cm 处的电场强度是多少？ 

解 （ a ) 设内导体线电荷密度为; I ，电缆中间各点的场强为 


X 


E = 


2nsjr 


则内外导体电势差应为 


A 


\ n ( b / a ) 


V = rEdr = 




式中， 1.5 cm , a - 0.5 cm * 因此可得 


-12 


2 ns 0 V _ 27 cx 8.9 x 10 
Wb / a ) ~ ln ( l ,5/0.5) 

4.05 xl 0' 7 ( C / m ) 


X = 


( b ) 当 p 1 cm 时，在电缆线的外部，所以电场强度为 

£ = 0 


1.36 柱形电容器与小电荷 


题 1.36 —个柱形电容器，内导体半径为 n ， 外导体半径为 Q ， 外导体接地，内导体 
带电从而具有正电势 Vo •求：⑻ r 处的电场(/^『〈/^.巾从处的电势“^如果一个小负电 

荷2开始位于 r ， 后飘至 n 处，求内导体所带电荷的减 少量. 

解⑻见题1，35，得 




E ( r ) = 


r x < r < r 2 


㈣ 的） r 2 . 


( b ) 


V 0 ln ( r 2 / r ) 

_ 

ln ( r 2 /； i ) 

( c ) 内导体电荷的变化负电荷 0 从 r 移至 n ， 电场力做功 
<2( V 0 - V ),这也是电容器静电能的减少量，即 


I 


E^6r = 


V ( r ) = V 0 - 
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a 2 qI 




2 C 2 C 


因 2 很小，近似认为 


Qi+Q 2 ^ ^Qi 


则 


2 Q X 


AQ = Q ( V 0 - V ) 


2 C 


可得 


Q \ n ( r / r x ) 

ln ( r 2 /； i ) 


Q 


A 0-^( V o - V ) = 




1.37 中间均匀充满电荷的空心金属圆柱的电场及面电荷 


137 一个很长的空心金属圆柱，内外半径为~和/?)+么『(么尸《:0，.中间均匀地充 

/^♦△『与/^+么^^/^/^处的电场多大？柱体内外表面的 


}}2 


满密度 为凡的电荷. 问厂</*。 

面电荷密度多大？假定金属柱体上无净电荷，如果柱体接地，则各处的场和面电荷又是 


r > 


\ 


多少? 


采用柱坐标系 ( M ， z ： U 取为系统的中心轴，则由高斯定理，可得到各处的场强如 


下 


Po r 


五〆，）= 


r < r 0 . 


e 


2 e 0 


五 2( r ) = 


r > r 0 + Ar ， 


€ 


Ire , 


E 3 ( r )^0 


r 0 < r < r 0 + Ar , 


= r 0 r = r 0 + Ar 面带的面电荷如下 


( r 0 ) = ^ 0 [£： 2 ( r 0 )-£： 1 ( r 0 )] 


a 


Po r o 


Po r o 


0- 


_ *0 


2 f 0 


2 


cr ( r 0 + Ar ) = e 0 E 2 ( r 0 + Ar ) 

Po r o 

2 ( r 0 + Ar ) 


如果导体接地，则 


r 0 + Ar 处， 

= r 0 +Ar 面上， 


E =0 


r > 


a ( r 0 + Ar ) = 0 


其余各量均不变 
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1.38 为获得最大储能和电势差如何选择圆柱电容器内半径 


题 L 38 由两共轴金属圆柱构成一空气电容器，外圆柱半径为 lcm . ( a ) 在空气介质不 

致击穿的前提下，应如何选择内导体的半径以使两导体间的电势差最大？ （ b ) 在空气介质 
不致击穿的前提下，应如何选择内导体的半径使电容器的储能最大？ （ c ) 当空气击穿的场 

强为3 X lO^/m 时，计算情况⑻和 ( b ) 的极大电势差. 

解 （ a ) 设空气击穿场强为私，内外导体半径为凡、於，导体单位长度带电荷为由 
高斯定理可得电容器内的电场及两导体间的电势差为 


E = 


2ns 0 r 


ln ^ 


Ri 


m= j 


dr = 


2ne 0 R { 


r 2 2ne 0 r 


又因内导体表面附近电场最强，故按题意应有 


E h = 


2ns 0 Ri 

u — E b R' ln^- 


于是 




du 


dR x 


= E b fln^-ll 

I j 






du 


此时电势差有极大值 


为使电势差 w 最大，必须^ = 0,即 In 子=1，或及 1 = 

K i 

^ E h 




* 


dR x 


( b ) 单位长度电容储能为 


E 冰 ] n 匕 

R \ 




— TU = TC£ i 


2 


民 -1 


dW 


^ 此时电势差为 w = 


dR , 




6W 


为使储能 w 最大，必须 e = 即 2 ln 亡=1，或尺= 




241 




dR x 


( c ) 在 ( a ) 情况下 


0.01 




x 3 x 10 6 =1,1 x 10 4 ( V ) 


ii * w 


在 ( b ) 情况下 


0.01 x 3 x 10 


= 9.2 x 10 3 ( V ) 


氏五 b = 


2\fe 


l4e 


lllW 


1.39 同轴电缆内柱面上的面电荷 


题 1.39 如题图 1.39 所示， 一 个很长的同轴电缆由半径为 fl 、 电导率为 o ■的内圆柱体 
与半径为6的外圆柱壳构成.外柱壳的电导率为无限大.内、外柱体之间是空的. 一 均勻稳 
恒电流(密度为力在内柱体中沿 z 方向流过，并从外柱壳上返回，在柱壳上分布 均匀. 试计 

算作为坐标 z 的函数时，内柱面上的面电荷密度.可设 z =0 的面为电缆的中心面. 


题图 1.39 


解不妨设电缆长度为2/，在端面 z = - /处内外柱体相接(则在 z Z 面可能接到一电 
池上)外柱壳为良导体，电势处处相等，规定其为零.内柱壳中，由于 y 

，使内柱体中常数的截面等电势，有 


E=^ 


=—e 


V ( z)^ —— (z + l ) 


采用柱坐标，在电缆内，点(/%“)处的场强为 

_ 

E ( r , 0, z ) = E r ( r , z)e + E z ( r ? z ) e z 

_ 

容易判断，尽 ( r ， z ) 应与 z 无关.这样，由高斯定理，选积分曲面半径为^高为 dz 的柱面， 
注意两底面上的电通量大小相等，方向相同，从而互相抵消，有 


E r ( r , z )，2 nrdz = Mz ) dz / s 0 


式中， A ( z ) 为内柱体的电荷线密度.故 


Mz ) 


E r ( r , z ) = 


2nre 0 


这样，可求得内、外柱的电势差 V ( z ) 为 


a 


V ( z )= £ r ( r ， z)dr = 
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又由 V ( z ) = -丄 U + /)， 因此 


27cg 0 V(z) _ 2ns 0 j(z + l) 

\n(b/a) <y\n(b/a) 


Mz )= 


在 z 处的电荷面密度％(幻为 


Mz) £ 0 j(z + l) 

27 ca aaln(b/a) 


^ o ( z ) = 


如果选取坐标原点为端面 z = -mi 


^oJZ 

aa \n(b / a) 


a 0 ( z )^- 


1.40 金属与半导体交接面上的物理过程 


考虑一个由相互接触的金属与半导体构成的系统，解释在下列情况下在这两 
块固体的交接面上存在的物理过程 .（ a ) 没有外加的电势存在 .（ b ) 外部在两块固体之间提 
供一个恒定的电势差，金属接电源的正极 .( c ) 与 ( b ) 的情况相同，但是金属接电源的负极 • 


WMElh 


Vo 


半导体 


金属 




击穿电压 


⑻ 


(b) 


漏电流 


cote= 


"JT- 


Vo 


(c) 


wm 


1.40 


金属中存在较多的自由电子，所以，不论半导体是 P 型还是 N 型，相对于金属来 
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说，都等效于一个 P 型的半导体. 

( a ) 在没有外加电场的情况下，金属中的自由电子扩散到半导体中，在金属与半导体 

的交界面上形成一个从金属部分指向半导体的电场，所以存在一个接触电压％如题图 
1.40 ⑻所示. 

( b ) 当金属接到一个电源的正极时，本身存在的接触电势差被加大了，所以随着电压 
的增加，电流的增加很少，仅仅存在少量的漏电流.当外加的电压继续增大时，电子可以 
获得足够的能量穿越接触势垒，并且与半导体剧烈碰撞，产生较多的空穴，形成击穿，即 
半导体内部产生相当数量的自由电子，电导率突然增大.此时，电流会突然一下增高，如 

题图 1.40( b ) 所示. 

( c ) 若正极接半导体，则由于外加电场的影响，接触电势差被削减，但是当外加电压 
小于接触电势差的时候，电子还不足以克服金属与半导体表面的接触电势差，所以正向的 

电流依然很小，仅存在少量的漏 电流. 当外加电场大于接触电势差 W 的时候，电子可以 
克服接触势垒从而形成电流.设金属为良导体，半导体的电阻为 
R ， 则电流随外加电压的增加呈线性增加的关系，如题图 1.40( c ) 


所示 


1.41 高压电缆的耐压问题 


1.41 髙压电缆的结构如题图 1.41 所示，在半径为 a 的 
金属圆柱外包两层同轴的均匀的介质层，其介电常数为 A 和&， 

= ^/2,两层介质的交界面半径为\整个结构被内径为 c 的 

金属屏蔽网包围.假设 a 为已知，要使两层介质中的击穿场强都 
相等，且在两层介质的交界面上出现场强的极值，应该怎样选择半径&和 c ? 

解两层介质的击穿场强分别在 


m 


题图141 




1Xe x a 


A 


r = b ， 


^2 b = 




根据题意 


Eib = ^2b 


则有 




b 二上 a = 2a 


£ i 


半径为的金属圆柱与金属屏蔽网间电势差为 


= J! £ i . 如 O 办=封* 111 二+二如二 


b 


b 


£ 2 


2nU 


2nU 


ac 


i = 


b 


—\n- + —ln- —ln2 +—In- 


b 


b 


£ 2 




£2 


£ \ 
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根据题意，在交界面上出现场强的极值，交界面上电位移为 


A 


U 




ac 


2%b 


b —ln2 + —ln- 


b 






则 


dD b 


= 0 


db 


—In2 +—In- —— = 0 


b 


8 1 


£ 1 




eb 


二 ln2 = l — In 二 =ln 二 


b 


2 


所以 


= \fiea 


1.42 —个静电加速器设计方案的简化模型 


2早期静电加速器中电击穿现象是妨碍加速电压提髙的重要因素.题图1 -42( a ) 

所示的是人们曾采用的一种加速器设计方案的简化 模型. 把加速器放在一个接地的耐压容 
器里并充以高压强的气体(这样可大大提高击穿场强).题图 1.42 ⑻中内球面为高压电极，外 
球面为与内电极同心的球形钢制容器. （ a ) 钢制容器的半径及及高压气体的击穿场强 E 0 确 
定，试计算高压电极半径化为何值时，电极上的电压可达最 大值. （ b ) 在此基础上，为进一 
步提高加速电压，在高压电极与球形钢制容器间再加另一同心球形电极(半径为〜如题图 
1.42( b ))， 称为中间电极.设计时要求该电极上电压与高压电极上电压保持一定比例关系， 

以使加速电压尽可能达到最高.试确定这一比例系数. 

解 （ a ) 高压气体击穿场强的存在限制了加速电压的提高.对给定的高压电极半径作， 
当高压气体某处达到击穿场强时，加速器的加速电压应为最高 • 因为钢制容器的半径及以 
及高压气体击穿场强蜿一定，最高的加速电压为 n 的函数.因此调节印的大小可使加速电 
压尽可能高.设高压电极的钢球面带电气体介电常数为 I 则电场分布为 

E ( r ) = 




Q 


4 Ttks 0 r 


(b) 


题图 1.42 
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式中'为场点离球心的距离.由上式可见在高压电极附近即『=『 0 处，电场的场强最大.随 
着充电，高压电极上电荷不断积累，电压不断升高，场强不断提高到一定程度，将使髙压 
电极附近的气体最先发生电击穿. 

高压电极和钢制球壳之间电压为 

V=f R E(r)dr 

Jro 

当广=/ 5 处电场强度 £( r Q ) 达到击穿场强£ 0 时， V 达最大 


Q 




^nks 0 1 r 0 R 


R 


R 


一五 Q 


^0 = ^o r o 


+ 


0 


2 


4 


R 


R 




R 


对上式求极值，可知当 & = 7 时，％取最大值 


2 


R 


^O.max ~ ~ T Eq 


4 


( b ) 只有两个电极而没有中间电极的情况，如发生击穿，则只在高压电极附近达到击 
穿场强旱，而其他地方都小于五 0 . 如果添加一些中间电极，通过适当的电压分配，使中间 

电极处的电场强度尽可能高也达到击穿场强馬，这可有效地提高加速电压.设计时应考虑 

使中间电极外表面附近的电场强度与高压电极附近的电场强度相等,这样当高压电极电压 

升高，而各点电场强度随之增大时，两处的气体如击穿则同时击穿，这样可使加速电压尽 
可能高.类似⑻的解法，易知中间电极外表面附近的电场强度与髙压电极附近的电场 

强度玖满足下面关系 


V 0 »Vi 


E ( r 0 ) = 


r o 


^-0 


E ( r x ) = 


r o R 


令 £(%)= £(/ i ) ，即可解得 






r o 


r l 


r o 


1+i 1 


1 1 


R 


h 




1.43 面电荷分布的长圆筒激发的电场 


1.43 长为 L 、 半径为/?的长导体圆筒，圆筒表面面电 


荷分布为口 = 0^1120 + (7 2 0050，0* 1 、 < r 2 为常量 • 忽略两端边 


题图 1,43 


缘 效应， 求柱内外的电势. 
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如题图1.43,取柱坐标系，柱轴为 z 轴.柱面总电荷为 

Q = jVdy = L /? sin 20 + cr 2 sinO)dO -0 


柱面将空间分为内区 (r 〈幻 和外区 ( r >/?). 设内外区的势为灼 、灼， 由问题的性质，它们 

与 z 无关 


外满足方程 


<P\ 


▽ 2 奶=0， r < /?, V 2 ^7 2 ― 0, 

考虑到柱面总电荷为零，故边条件为 

时，炉2 — ^ 0 ; 


⑴ 


r > R 


— 0， 灼 — 有限 


( 2 ) 


oo 


广― > 


边值关系为 


3^2 d< P\ 

dr dr 


(3) 


<P\ =<P 2 




式⑴中两方程的通解为 


q \ = C 0 + D 0 \nr + cos n 6 + B n sin n 9 ){ C n r n + D n r ~ n ) 


(4) 


^2 = ^ + ^ lnr + ZKcosnl 9 + J 5 ；sin nO )( C f n r n + D f n r n ) 

n=l 

由边条件可得， D 0 = D n = 0, CJ = D & = G = 0 .由边值关系得到 

C 0 + Z cos + B n sm n 0 ) R n =2 « cos sin n 6 ) R~ n 

n-\ n=\ 

cos n 0 + B n sin nO ) R n ~ x + n ( A ^ cos n 9 + B' n sin n 0 ) R ~ (n+1) 


(5) 


⑹ 


(7) 


a x sin 29 + a 2 cosO 




由式 (6) 和式 (7) 可求得 




ct 2 


A n = B n =0 (»>3) (8) 


^2 = 


Cq = 0 , A^ = B]—Q y \ — 


4 V ?’ 




B ^>=- P - R \ 


K ~ B [- K 


= 8^-0 ( n > 3 ) 


(9) 


4 f 0 


2 f 0 


最后求得柱内外的电势为 




= -^- rcos ^ + 


r 2 sin 29 


( 10 ) 




4 s 0 /? 

a x R 3 

4 f 0 〆 


2 f 0 


cr 2 


(ID 


sin 26 


cos 沒 + 


<h = 


2 f 0 r 



1.44 导体由反复接触的金属板充电 


导体可由反复接触的金属板来充电，而每当金属板被导体接触后又被充以电 

荷 Go . 如果第一次接触金属板后导体上的电荷是1求最后导体上的电荷是多少？ 

解设金属板与导体的电容分别为0, C 2 . 金属板充以电荷 Q ， 其上电势为 t /' 则有 
Q = CfJ \ 金属板与导体接触后，电荷向低电势的导体移动，达到平衡后，导体上带电今， 

由电荷守恒，此时金属板上的电量为金属板与导体的电势分别为 


Q-q 


q 


u i = 






c 2 


霞有 U '= U 2 < U \ 移开导体后，金属板再充电到仏电势为 u ^> u 2 . 故当导体与金 

属板接触后，金属板上的电荷继续向导体移动，导体移开后，金属板再充电到 G 之后，导 
体又和金属板接触获得电荷.这样导体移开后，金属板又充电到（2,然后导体又和金属板 

接触获得电荷，这一过程一直持续下去，导体上的电荷不断增加，直到增加到 〆 ，使得其 

_ 

上的电势与金属板充电到 Q 后的电势 相等. 这样最后导体上的电荷为 

q 、 C 2 U 、 C 2 各 




q 


Qq 


u 


=Q 


Q-<I Q-q 




1.45 电导率为 rr 的不同形状的带电导体能量的变化 


1.45 —电导率为 a 的有限大导体均匀分布着体密度为/>的电荷，如 果：⑻ 导体 

为一个球体 .( b ) 导体不是一个球体，试问在此两种情况下，体系的能量如何随时间变化？ 


m 


— t 






^0 


，及 


= 0及可得子 


由 V ^ E = p ! e Q 


P 9 P ~ A) e 


=— 


dt 


dt 




Po 


▽ •五= 




( a ) 导体为球体时，由球对称性可知 


a 


Po 


(r 2 E r )^ 






dr 


£ o 


故 


Po r 


Po r 


+ E(0j)^ 


E(rj)^ 






<ypo r 


J = < jE = 
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可见， r 足够大时，导体内部五=0, 


0, 7=0,电荷均勻分布在球面上. 


P 






( b ) 如果导体不是球体，则不会有上面的简单的解，但仍有 I 五 be &， 


即导体内部 J ?， /，以时间常数&指数趋于零，最终电荷也将分布在导体表 

a 

面上.至于能量的变化，在 ( a ) 中，导体外部空间的电场始终不变，导体内部的电场由一有 
限值变为零.总的效果是电能减少了，电能的减少量变为热能.在 ( b ) 中，导体外部空间的 
电场也有变化，但总的效果仍是电能减少了，变为热能.对于 ( a )，（ b ) 两种情形，最终的面 
电荷分布方式是使得电能最小，或说维持导体为等势体. 


^0 


/?oce 


* 


1.46 导体的静电屏蔽 


如题图1.46,导体球 A 内有两个球形空腔上总电荷为0,而两腔中心处分 

别有+办与+办的点电荷，在相距很远 r 处有另一个点电荷私求作用于 A 、 办、办与如上 

的力.哪些答案只是对很大的 r 近似正确？若 r 不很大，试讨论腔壁与 A 外表面电荷分布 
的性质. 


U 


解由于导体的静电屏蔽作用，空腔外电荷对腔内电场无影响.又由于球对称性，空 
腔中心处两点电荷办、心受力等于 0. 由静电平衡可知，两空腔表面带总电量为 -( 办+办)的 

电荷，而球 A 原来不带电，故感应出表面总电荷为办+ 如 当 r 很大时，可近似认为球 A 与 

如的作用是点电荷办+心与如间的静电力，即 


4n€nr 2 


F = 


此式对 r 不很大时是不成立的 _ 

空腔表面电荷分布永远是均勻的，与/■的大小无关 • 但由于妇的影响，球 a 表面的电 
荷分布将不均勻，这个不均匀性将随 " 的减少而变得更加明显， 


题图 1.46 


1.47 改变球形电容器外球壳半径电场力所做的功 


一个由两个半径为 <2，的同心导体球壳组成的电容器，外球壳接地，内 


1.47 
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球壳带电荷若外球壳从半径收缩到乂，试求电场力所做的功 

r < Z >， r > fl 处的电场为 0. 在处，电场为 


Q 


E = 


e 


2 


4ns 0 r 


故场能 


2 


2 


Q 


Q 




2 


4nr dr = 


W 






2 


l b 


b 2 


4ns Q r 


a 


o 


当球面从 r = a 收缩到 r i 时，电场力所做的功 A 应等于电能的减少 

Q \ a - a f ) 


2 


Q 


1 1 


A = W a - W ^ 


+ — 






%n£r,aa f 


87ie 


a 


o 


0 


另解带电量为！ 2 的同心导体球壳的电容器的电势差为 


Q 


Q 


dr = 


E ^dr — 


4ns 0 V. b 


4ns 0 r 


b 


a 


电容器静电能 


2 


Q 


W^-QV = 


l b 


2 


a 


所以 


Q 


AW = 


8jif 0 \ a f 


a 


1.48 带电的金属球壳与两同心金属球面 


1.48 —薄的金属球壳，半径为 I 带电量⑻它的电容是多少？ （ b ) 距球心 r 处 
的电场能量密度是多少？ （ C ) 电场总能量是多少？ （ d ) 计算当无穷小的电量从无穷远处移 
到金属球壳时所需的功.⑹两半径为《、6的同心金属球面之间有电势差 V ，问内球面的半 

径要多大才能使得这一表面附近的电场最小？ 

解⑻ 建立球坐标系(『，乂炉).在球壳外部空间的电场为 


Q 


E(r) = 


e 


4K€nr 


o 


设无穷远处电势为0,则 r 处的势为 

外卜 r 


Q 


Q 


dr = 


2 


4ns 0 


4nSf,r 


o 


故电容为 


Q 


= 4n£ 0 b 


C = 


V(b) 
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2 


Q 


( r ) = - D^E = - s 0 E 2 = 


32 n 2 e 0 r 


4 


2 


2 


2 


Q 


(C) 


w e =- V ( fe )(2 = 




2 


或 


2 


e 2 


Q 


W e = / %(r)dV = I 


—* 4 nr 2 dr = 


b 2xl67i 2 f 0 


4 


87 Cf Q /? 


r>& 


( d ) 所需做的功为 


2 QdQ QdQ 


= V ( b)dQ 


dW .= 


Sns 0 b 4 ns 0 b 


( e ) 不妨设内球带电！2,则在区间内，电场为 


Q 


E ( r ) = 


€ 


Ane^r 


o 


依题意 


Q 1 


Q 


fb fb 

V = I E ( r ) * dr = I 

J n J n 


dr = 


471^ r 2 4;if 0 


b 


a 


故有 


471 ^ qV 


Q = 


b 


a 


所以 


4 n€ Q V 


V 


E { r ) = 


2 


2 


4nSr,r 




o 


b 


b 


a 


a 


故 


Vb 


V 


E ( a ) = 


2 


1 1 


ab-a 


2 


a 






b 


a 


b 


由 = 0 时，且当 = S 时， £( fl ) 为最小值，其值为 


2 


da 


4 V 


五 min ⑷ =T' 


b 


1.49 保持切成两半的带电导体球在一起需要的力 


1.49 一个带总电荷2的导体球被切成两半，若要保持两半球还在一起，需要多大 


的力？ 


对导体球，电荷会分布在表面上，面电荷密度 cr = QM 7^ 2 ，/? 为球的半径 
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由题1_19可知导体球面元 dS 上所受的力为 


dS 


dF = 


2s 0 


建立坐标系如题图1_49,如球切成两半后的分割面为 xOz 平面，因为两半球间的斥力与分割 
面垂直，所以对右侧半球面所受合力的方向应为: V 轴方向，此合力的大小为 

JdFsin^sin^ = ^—R 2 j 。 sin 2 执 1 沒 .J 。 sin^d 多 


F = 


na 2 R 2 Q 2 

2^ 0 32 兀在 0 /? 2 


F = 


显然为使两半球仍保持在一起，需要加这样大的力 


题图 L 49 


L 50 均勻静电场中的导体球 


1.50 一半径为 a 的接地导体球，置于均匀的静电场 Eo 中，则此球将受到使它沿电 
场方向分成两半的张力，求此张力的大小. 

解如题图 U 0, 取馬沿& 方向. 由于导体可看作介电系数为无穷大的介质，空间的 


m 


题图 L 50 
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电场为原有均匀静电场以及导体极化电荷激发的电场的叠加，导体球为均匀极化，设极化 
强度为 P ， 则导体球内外的电场为 


Ei =E 0 - — P 


( 1 ) 




4 




—a J PV 


( 2 ) 


4n£nr 


o 


平衡状态下导体内电场为零，故式 (1) 给出/> = 3化这样得导电球外的电场强度为 


471 


E 0 -a 3 E 0 * V 


五 o = 五0 一 


a°PV 


A %£ r,r 


o 


3 


2a 


a 


(3) 


£ 0 cos 6 


E 0 cos 0e 


1- 




9 


考虑导体球面上的一个小面元，该点处的面电荷密度为 


= £ 0 e r * (^o 一 [i) = 3 右 。£。 COS 9 


(4) 


cr 


在该面元上面电荷在其附近激发的电场为 


— Ei 


a 


El= —— e 




= :E 0 e” 


(5) 


0 衫 


2 ^o 


2 


2 


这样得该面元感受的电场强度为 




-E ： = 


E=E 


( 6 ) 


e 


2 


该面元单位面积所受的电场力为 


9 


f =aE = —£ 0 Eq cos 2 9\ 


(7) 


2 


由对称性，右半球面所受的合力沿 l 方向，其大小为 


9 


/// 


e z^ S = ^ S Q ，m2E 0 


2 


9 


El ， 其中负号代表力沿\的反方向. 

另解 取柱坐标，球心取为坐标原点，并使极轴 ( z 轴)沿尽)方向，如题图 1.50 所示.导 
体球电势为0,设球外电势为供.用分离变量法求解，考虑轴对称性，炉如下给出 


2 


同理可求得左半球面所受的合力大小为 F x 


: S Q 




2 


?〔 4r "+ 钟 


(cos 0) 


⑻ 


(p = 


式中， 足 ( cos 的为勒让德多项式，而边界条件为 

( i )4 =a = 0， ( ii ) - § 

由上面条件 ( iii )， 可得 


d(p 


2 


0 ， （ iii ) 炉 


-rE 0 cos 0 - -rE 0 P x (cos 0) 








dr 
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A = —Eq ， 4 = 0 , 


n >1 


再由条件 a ) ，可得 


B n =A n= 0 , 


~ r A ) 


n >1 ， 


^ = - a 3 E 0 


3 


=一 fl 


结合条件 ( ii ) 得 A ) =馬= 0 . 这样得球外电势为 


a 


(9) 


cos 沒 


< p =- e q 


2 


从而由五=-▽炉求出球内外的电场分布如下 


3 


2a 


a 


E 0 cos Be d , =0 


( 10 ) 


£ 0 cos ^ e r 一 


1-^r 


E 


1 + 


静电场的应力张量为 


2 


T =s 0 EE—:e Q E 


2 


球面上单位面积所受的力为 


暑 《。拉 


2 


f =^r T= £ 0 E r E = 


0e r 


cos 


2 


由对称性，右半球面所受的合力沿 6 方向，其大小为 


9 


Iff 


e z ds = -s 0 na 2 E^ 


2 


同理可求得左半球面所受的合力大小为 


9 


F^—e^El 


2 


9 


式中，负号代表力沿\的反方向.故使球分成两半的张力大小为 


2 


1.51 把点电荷从无穷远移到导体球壳中心需做的功 


1.51 把一个电荷为 g 的粒子从无穷远处被移到一个半径为及、厚度为 （ 的空心导 
体球壳中心(此电荷通过球壳上一个小孔移入)，在此过程中，需做多少功？ 

外力做功应等于整个系统电场能量的增量. 

改电荷9激发的静电场为€= 


<1 


为空间点到9的距离，当点电荷在无穷远处时， 


2 


Ans^r 


0 


E 所产生的全空间的能量为 


W x = j^-E 2 dV 

2 
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这时导体球壳距电荷^无穷远，因此在导体球处能量已趋于 0. 

当点电荷 g 移到球的中心时，因为在导体内电场等于0,因此全空间的电场能量为 

^- E 2 dV 


J 警 £ 2 dV s J ^-E 2 dV- J 

球壳体积 


w 2 = 


2 


球外全空间 


因此能量变化为 


^ E 2 r 2 dr 


AW = W 2 -W^-4 


2 


R+t dr 

Sn £ 0 r 2 Sns 0 ^R + t R 




<1 


q 


即体系的电能减少了， AW 即为外力所做负功的数值 


1.52 长旋转椭球面形导体的电容 


1.52 ⑻设长为2/的线段上均匀分布有电量为!2的电荷.试求此带电线段产生的 
静电场的等势面 . ⑼求长旋转椭球面形导体的 电容. 已知旋转楠球面方程为 

=1，其中常数 fl ， 6满足 a >6， 




a 


b 


解 （ a ) 如题图 1.52( a )， 选取坐标，使分布电荷的线段位于 z 轴，且两个端点 A 、 5坐 

标分别为(0, 0，/)、（0, 0, -/). 电荷均匀分布在长为2/的线段上，则线段上电荷线密度为 
又= <2/2/. 这样空间任一场点的电势为 

^( x , y 9 z ) = J 


Adz r 


-f 


[ 


+ y 2 +( z - z ) 


A 


r i + f ~ z 

r 2 ~ f-z 


(1) 


In 


4715 


+ y 2 + (z + f ) 2 2 分别是尸点到带电线 


+ y 2 + (z - f ) 

段两个端点 a 、 b 之间的距离. 

由式⑴即求得电场尽 =_ ▽為为 

lx Eix,y f z) 


式中，5 


， r 2 = PB = 


^ PA = 




r 2 


戌 0 , 0 , /) 


S(0, 0，-/) 


(a) 


题图 1.52 
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A 


xe x + ye 


E t (x y y,z) = - 


4n& 


+ y 2 + (z-z f ) 2 +(z f -z 


+ y 2 +(z-z , ) 




x 2 + y 2 +(z-z f ) 2 

下面考虑等势面.令為 ( x ， y ， z ) = CA /( 4 狀 0 )((： = const ). 则由式 (1) 等势面方程为 


⑵ 


吵+1 


(3) 


/i + r 2 =2 


可见等势面为长共焦旋转椭球面族.其焦距为/，而长、短半轴的长度分别为 


C/2 


-上 c 


(4) 


b 


2 


等势面用直角坐标表示为 


(5) 


b 


以上可见，均匀线段电荷分布产生的静电场其等势面为长共焦旋转椭球面族^其焦点为线 
段的两个端点. _ 

( b ) 对于本题中的长旋转椭球面形导体， 焦距为 f = yla 2 - b 2 , 设其表面带电(2,则导 
体外电场的定解问题为 


du 


Q 


— 






S d 


U s = const 


设想椭球面长轴上 (-/，/) 之间均匀分布着线密度为乂 = 2/2/ 的电荷，设这种电荷分布 
给出的电势为£/,，则由上面结论，％在该椭球面上等势，且有 

Js dn 


o 


由静电场唯一性定理，导体椭球面外的电场与由设想的电荷分布给出的解相同 • 因此 


Q 


In 




一 / 8仰 0 / a-f 


4 ne i 


这样我们有 


yja 2 - b 2 

\ n(a + yja 2 - ln ( a - 4 a 2 - b 2 ) 


Q 一 Sne 0 f — 

a + f~ 


7Cf 0 


c = 


u s 


In 


a-f 


附(关于等势面为长旋转椭球面的另一种证法）如题图 1.52( b )， 设 P 为均匀带电线段 
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AB 外任一点.设 P 到 AS 的距离为/!，以 P 为圆心以为半径画弧，与 M 、 分别交与 C 
公两点，取图中0角处上微段 dZ 


dl » d ( hcot 9) = hcsc 2 Od 0, 


r e = hcsc 0 


这样 AS 上 d / 微段产生的电场为 


MG_ 

4ne o r0 r ^Ti£ 0 h 


Ml 


d £： = 


可见 d £ 等效于由弧 CD 在 d <9 范围的电荷线 ^ 仍为; l 的弧微段产生.故均匀带电线段 AS 

在 P 点的电场等效于由电荷线密度为 A 的弧£5产生.这样由对称性知， P 点电场 E 必沿 

_ 

_ 

PA 、/ 切夹角的平分线方向.而由椭圆性质知，椭圆上点 P 在该点的法线平分焦半径夹角.再 
由等势面的唯一性(静电场过一点只有一个等势面)知，仙外的等势面必为以 A 、 5 为焦点 

的长旋转椭球面. 


1.53 扁旋转椭球面形导体的电容 


1.53 求扁旋转楠球面形导体的电容.已知旋转椭球面方程为 




b 


式中，常数 a ， 厶满足 a > 办， a 2 = b 2 + f 2 . 

解题 L 52 中等势面是长共焦旋转椭球面族.可先设想扁旋转椭球面族也构成等势面 
(后面证明的确如此). 

长共焦旋转椭球面族的情况，短半轴缩为0时，椭球面退化为一条 线段. 而这条线段 
上均勻分布的线电荷正好产生期望的 电场. 扁共焦旋转椭球面族的情况，短半轴缩为0时， 
椭球面退化为以公共焦点为边界的圆面.可试着让此圆面带电(均勻的或其他旋转对称形式 
的分布)，求解空间电场.这会碰到难以克服的困难，因为牵涉完全椭圆 积分. 但是比较巧 
的是，上面解过的电场和现在要寻找的解存在一定关系，通过前者的已知解，正好可得出 


后者的解. 


由于对称性，先考虑;平面上的电场，此平面内每一点处的电场必沿该平面.如题 
图 1.53( a ) 所示，任取一点 POc ，0， z )， 设该点的电势 为念. 经过该点的等势面设为，它和 

: taz 平面相交的截曲线是焦距为/、短半轴为6的椭圆， 记为 C f . 在紧靠等势面处，另 

取一电势为洛+ △ 心的等势面和 JC & 平面相交截曲线椭圆记为，其焦距仍为/、 

而短半轴为6 +幼.通过/>点的电力线必和 C / 及垂直相交，设为孚设该电力线在 


之间的距离为 As ，则点场强大小为 


崎 


( 1 ) 




Ay 


ixAz) 


如题图 1.53( b ) 所示，在等势面为长共焦旋转椭球面族的电场中同样的坐标位置0, z ) 
处及附近同样取短半轴分别为^ 6 + 的两个等势面，记为&、设其电势分别为於、 
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於 +△‘ X、3和 jcOz 平面相交截曲线记为 c,、C;. 它们应和 Cp q 完全相同(题图 
1.53( b )). 经过 P 的电力线^和"方向相同，它在 C /、 Q 之间的距离也为心，则该点场强 

大小为 


A 為 


( 2 ) 




Ay 


(x,0,z) 


由式(1)、式 (2) 即得 




E f ( x ,0, z ) = -— E ^ x ^ z ) 

=yi ( 办 ) £,(;c ， 0 ， z) 


(3) 


C f 上每一点的电场强度和 q 上每一点的电场强度 尽 ( x ，0， z ) 方向相同，而大小相 

差一个比例系数.由等势面条件，这个比例系数对^>上每一点都相同，如式 (3) 记为 Z ⑻. 
因为 q 上每一点的电场强度已知，现只需确定这个比例 系数. 一 旦这个系数确定了， C f ± 
每一点的电场强度五 /0 c ，0, 幻即已确定，再由旋转对称性，椭球面上每一点的电场强度 

也可确 定了. 

我们一直假设扁共焦旋转椭球面族构成等势面，现在可以对此作一补充说明.由于 G 、 
C ; 和 Cjr 、 完全相同，这样 C /、 之间的电力线与 q 、 C ; 之间的电力线形状完全相 

同.而 q 、 C ； 之间的电力线是由已知解马给岀的，故存在如上所说的 c >、 之间的电力 

线，这种电力线再绕 X 轴旋转，得到的电力线正和扁共焦旋转楠球面族的等势面对应 •因 
此扁共焦旋转椭球面族的确构成等势面. 

为确定这个比例系数(的，假设静电场电荷只分布在那个退化椭球面即圆面上，先考 
虑其上的电荷面密度分布.由于旋转对称性，只需考虑该面上 Z 轴上各点的面密度 q (0， z ) 

由高斯定理 ％ (0, z ) = s 0 E f (0 + ,0, z ) + f 0 |£ / (0" ,0, z )|- 2s 0 £ f (0+, 0, z ). 五 / 由式⑶给出，因而 

^( 0 ^) = 2 ^ UmAC^E^xA z)l x=b ^_ z 2 /(i>2 + jr } 

圆面上点( X ，幻取在 x 轴正侧的半椭圆上 .而曷 由式 (2) 知由下式给出 


* 


(4) 


尸 (: t ， 0〆) 


P(:t ， 0 〆) 






Cf 


伞 f 


c f j 


C f f 


々厶少 / 


伞广 A<t>i 


(b) 


⑻ 


题图 1.53 
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A 


E { (x,0 9 z) = - 


47l£ 


0 


(/ ~ z ) 


2 


2 


2 


+ ( z - f ) 


+ U —/) 


JC 


xe 


I 


2 


+ (z + f) 2 -(z + 


2 


2 


2 


+ (z + f) 


X 


e 


e 


2 


2 


2 


2 


(5) 


2 


+ (Z —/) 


2 


+ (Z + f) 


式⑷中尚有一未知函数 / ⑻. 先考虑它在 6 — 0 时的极限行为 • 由高斯定理得无限长均勻带 
电的直线附近的电场当 r — 0, E ^ oo . 我们期望上面的乓当 Z ) 趋于0时，将以1 汾 

r 

的方式趋于 co _为得到有限解，应使⑻ A 有限， 设为 L 把它以及式⑶代入式⑷，可 

b ― ►O 

求得有限的解.根据求极限的法则即可求得电荷密度 cr ^ O . z ) 的表达式为 CTj (0, z ) - 
XklUl ~ Z 2 lf 2 \ 于是由旋转对称性得圆面上的电荷面密度为， 


Xk 




a{r) = 


( 6 ) 


2 


2 


n 




2 


2 


式中， o ^ 0 = Ak / n . 

由此圆面上总电荷为 


f rdr 


= 2Ahf 2 = 2nf 2 a 0 


Q’ = 2ncr(r)rdr = 2Xk 


(7) 


2 


0 


0 


2 


m=Q f mf 2 )^ 

根据电荷分布式 (6)， 试求 x 轴上任一点 ( jc ，0,0) 处的电场 


/ xrcr(r)dr _ x(T 0 

3 

2e 0 (r 2 +x 2 )^ 


rdr 


E f (xA0) = J o 


2 


0 


(r 2 +x 2 )2 l- 


2 


xcr 0 f 


dt 


(8) 


4 f 0 


f 2 


Q f 


^0 


2f 0 f 2 +x 2 4ne 0 (f 2 +x 2 ) 


另一方面，对于长共焦旋转椭球面族的电场乓，由式 (2) 得 
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X 


E t U 0, 0 ) = 


4 tC £： 0 


x 2 + f 2 - f \ x 2 + f 2 ]^ x 2 + f 2 + f \ x 2 + f ^ 


2 


(9) 


A 




2 tC £ 


由此定出 


£/( x ，0,0) 

乓 U ， 0, 0) x=b — 一 2 雄 


kbf Q f b 


( 10 ) 


雄） = 


由式 (8) 得； c 轴上场点的电势为 


X 


arctan — 


(id 


& 


一 ％/丌 


X 


% 


—— arctan — 


- arctan — 


f ) 4邮 0 八2 

在圆面中心 x =0 处，心(0,0,0) = 07(8%/).这也就是圆面上的电势. 

式(3)、式⑶和式 (10) 以及旋转对称性给出了空间的场强 分布. 式 (11) 以及等势面关系给 
出了空间的电势(具体表达式就不再展开了).实际上这是带电!7的导体薄圆盘在空间激发 

的电场.式 (11 沖取 X = &， 扁旋转椭球面形导体带电 G 的电势为 


2 


2^0 


& 


b 


n 


U s = 分 /( 办， 0 , 0 ) = 


— arctan — 


4邮 0 八2 


从而该导体电容为 


87 lg Q / 

Zarctan^ 


Q f 


Q 9 


c ^— 


Q f 


b 


u 


—— arctan —— 


4虹 0 八 2 


办 = 0 极限情形，导体摘球面退化为半径为/的薄圆盘，体积为0_但其电容为 


8狀 0 / 


C r = 


7C 


与椭球面的电容为同一个量级. 


1.54 3个薄同心导体壳组成的电容器 


一 个球形电容器由三个很薄的同心的导体壳组成，半径分别为&和 
d { a < b < d ). 一个绝缘导线通过中间壳层的一个小孔把内外球连接起来，忽略孔的边缘效 

应.⑻求此系统的电容 .（ b ) 如果在中间球壳上放置任意静电荷么，试确定此电荷将如何 
在中间球壳的内、外面上分布？ 


m 


1_54 
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(a) 设内球壳带电荷 G ，外球壳带总电荷 -& ，则中间球壳的内表面应有电荷， 

外表面应为+&晚 a，&>o)， 如题图 1. 54 所示 

电场分布为 


Qir 


a <r <b 


E = 


47C6： 0 r 

Q 2 r 

Ans^r 


b <r <d 


E = 


E = 0, 


r < a ， r > d 


电势公式为 


E 6r 


<P(P) = 


题图 1.54 


选 ^(°°) = 0 ，则得 


< p ( d ) = 0 


Qi i i 

I 

4 ns 0 \ b d 




由题意内外球壳的电势应相等，所以 


Qi 1 1 

4 tc£q ^ b d 


a 


= 0 


< p ( a )= 


+ 








b 


471^0 


a 


可得 


-~Ql T 


Qi 




b d 


b 


a 


球壳之间的电势差为 


V ab ^ ( p { a )- < p { b )^ -< p ( b ) 

V^= < p ( d )- q >{ b ) = 一 < p { b ) 


则得内球壳与中间球壳内表面之间的电容为 


n 

v ab 9 ii >) 


Cab = 


中间球壳外表面与外壳之间电容为 


一 ^2 _ Ql 

< pQ >) 


c 


bd 一 


整个系统的电容可看成 k 与的串联 


c = 


< p ( b ) I Q 2 Q x 


Cab〔bd 

- 4 ne 0 ad 

d-a 


(b) 当中间球壳带总静电荷 Qs 时 
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Qb = Qi ~ Q \ 


得 


a{d -b) 
b(d - a) 

d(b — a) 
b(d - a) 


Q \=- 


Qb 


Qi = 


Qb 


a(d-b) 

b(d — a) 


即中间球壳内表面带有总电荷为 


Qb ， 外表面带有总电荷为 


d(b-a) 

b(d-a) 


Qb 


1.55 沿轴劈成两半且保持不同电势的长导体圆柱的空间电场与电势 


1.55 一个长的导电圆柱沿轴的方向劈成两半并分别保持其电势为与0,如题 
1.55 ⑻所示.整个系统中静电荷为零.⑻计算空间电势分布 . ⑻计算 r 《 a 时的电场. 

( c ) 计算〃》0时的电场 .( d ) 画出整个空间的电场力线图. 

⑻用复 变函数的保角变换，将 | z | = fl 变为 X 轴 M = i 


m 


Z _ Cl 


，则空间中的电势分布为 


z + a 


V 0 


z - 


Im^ln i 


V = 


z + a 


n 


rcos9-a + irsin0 

rcos^ + a + irsin^ 


=—Im^lnl i 


n 


r 2 -a 2 


+ liar sin 6 


=— Im^lnl i 


2 


2 


(rcos^ + fl) + r 


K 


sin 


2ar sin 6 


V 0 


十 




2 


2 


2 


r -a 


(a) 


题图 1.55 
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( b ) 当时 


K 〔 71 2“ sin 9 


V 


+ 


2 


71 


_ V 0 ^ 2 V 0 a sin 6 

= 卜 ■ — — 


2 


nr 


于是 


dV 2 V 0 a sin 6 


E =- 


2 


dr 


nr 


1 dV 2 Va 


cos 汐 


E e =— 


r 2 


30 


( c ) 当 r 《 a 时 


V 0 f 7t 2rsin 汐 

-- h 

7：、2 

V 0 2V 0 rsin^ 


V 




a 


2 


na 


于是有 


dV _ 2 V 0 sin 9 




9 r 


1 dV _ 2 V 0 


cos 汐 


E e 


=Z - 


rd6 




⑹整个空间电场图见题图 1.55( b ) 
另解电势满足拉普拉斯方程 


d 2 V 1 dV 1 d 2 V 


V 2 V = 


= 0 


+ - 


2 


2 


2 


dr 


- dr 


de 


采用分离变量法可求出 


V ( r 9 0 ) = ^\ — cos mO + B m sin mO ) 


( 1 ) 


a 


现在必须确定上式中的系数 A m * B m ， 在/ * = 处 


V ( a , 0 ) = cos mO + B m sin mO ) 


由于对称性， V ( a , 0 ) = V ( aan - e ), 所以 S m =0, 用 cosM 乘以叫 i ，60 , 并对 <9 从 0 到 2 tt 
积分，可以算出 4. 因此4=^^，对于 《彡1 


2 


271 


71^ = JJ V 0 cosnOdO + j 


V 0 cos nOd 0 


3ti 


2 


2 V 0 


nn 


n = 1,2,3 - 


-— -sin 


2 


n 


即有 




2 




nn 


Ai = 


2 


nn 


又已 求得圪 =0,代入式 (1) 得 


2 V 0 


7 t 




V(r^) = Z 

m=l 

00 

=Z(-D 

n=l 

最后，值得注意的是这个级数展开式可以求和，即 

Z(-i 广 1 

«=1 

式中， X = r / a . 利用展开式 


cos mO + —V Q 


sin 


2 


2 


a 


n 


2n—1 


2 V 0 


X 


cos (2 w — 1) 沒 + — Vq 


2n-l nn 


2 


2/j-l 


2n—l 


cos [(2 n - l )^] = Re J dy 

V y Jn=l 


X 


2/i — 1 




X <1 


1 -X 


n=0 


上式变为 


W 


1 


1 


Re I dy —— 

Jo l J 


iy - 2 


=Re 




1 一 iyc 10 1 + i;ye 




1- iyc 10 1 + iye 沾 


完成积分，得到 


2n-l 


i9 


2 jc cos 9 

1 一 X 


1 + uce 

1 -ixe 


X 


^(- 1 广 1 

n=l 


[{In - 1)0] 


=— Im ^ In 


=—arctan 


cos 


i 沒 


2 


2 


2 n — 1 


2 


于是 


Utan 


2ar cos 0 
2 ~~2~ 


V(r,0) = 


2 


n 


a 


以上对柱体内部进行了求解.对柱体外部 ( r > ci ) 同理求得 

V o ^arctan 


2ar cos 0 

_2 2 


V(r,0) = 


2 


n 


与上面用保角变换法求解得到的结果一致 


1.56 中间充以均匀电介质的两个薄金属圆柱的电荷与电场 


1-56 在两个长的薄金属圆柱体之间的空间中充满介电常数为 
£的电介质，已知圆柱体的半径为 a 和匕 如题图 1.56 所示.⑻当在二 
柱体间加上电势 v (外部圆柱体处于高电位)，圆柱体每单位长度上的电 


WA 
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荷是多少？ （ b ) 在二圆柱体之间区域的电场强度是多少？ 

此为一同轴圆柱形电容器，设圆柱体长为/，它的电容为 


2ns I 


C — 


In 


b 


由!2 = CV 及外柱体处于高电位，设; L 为线电荷密度，则得内、外圆柱体每单位长度上的电 


荷为 


2丌£¥ 


2neV 


k 


A 


外一 


In - 


In 


b 


b 


并由高斯定理，不难得到电容器内电场为 






E = 


2nsr 


In 


b 


1.57 中间充以导电介质的两个共轴金属圆柱间的电阻和电容 


1.57 对两个同轴的圆柱形导体，内外半径为 a 与 b ， 长/ ，内部充满介电常数£， 

电导率为的介质，试计算内外导体之间的电阻与电容. 

设内外导体电势差为 V ，则在二导体之间有电场 


m 


V 


E(r) = 


r\n(bf a) 


而由欧姆定律 


J = aE 


电流强度 


2nalV 
\n(b / a) 


I = 2nrlJ = 


所以内外导体之间的电阻 


p V ln(fe / a ) 

J\ ^ … 一 . ■ 


2nl<r 


I 


在导体内部，电场为0,由边值关系得导体的面电荷密度为 


V 


a\n{bla) 


内导体的总电荷 


Q = 2nal<r 


所以两导体间电容为 


Q _ 2 nel 

V ~ ]n(b/a) 


C = 


1.58 充以导电介质的两导体间的电容 


1.58 将两个导体嵌于电导率为 Kr 4 ^/ 

的电阻为10 5 0,导出导体间电容的方程并计算电容的值. 

解不妨设两导体分别带有自由电荷 g ，-0. 取一包围带电为 a 的导体(但不包围另一 
导体)的闭曲面为高斯曲面，则 


介电常数 f = 的介质中，导体之间 


IM1 




Q 


= <j>j'dS =<j>crE dS =cr<^E 

^I = aQ / s . 又设两导体间的电势差为 V ，则 


• dS =<r 


I 


泣 R 


V = IR ^ 


故 


Q 


c = 


V aR 


-12 


80x8.85x10 

lO—xlO 5 


= 7.08x10 一 11 (F) 


C = 


1.59 充以非均匀电介质的柱形电容器的电场 


1-59 一个长同轴圆柱形电容器由半径为 A 6的内外二导体 组成. 其间充满相对介 
电常数为尤⑺的电介质， A ：( r ) 随距轴的距离 r 而变化.把电容器充电到具有电压 V ，当保 

持电容器内的能量密度为常数(此时介质没有内部压力)时， K ⑺与 r 的关系怎样，并计算 

这个条件下的电场五(广). 

解设 A 为内导体线电荷密度，则电容器的场强为 




A 


E ( r ) = 


2 n € 0 rK { r ) 


因此能量密度为 


A 2 


4⑺ 


w e ( r ) = 


E 


^ n 2 e 0 r 2 K ( r ) 


2 


为使 w e ( r ) 为常数，要求为常数，不妨设 

r 2 K ( r ) = K 


则 
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K ( r ) = Kr 


电容器的电势差 


X 


V = I Edr = 




于是 


4 ns 0 KV 


A = 


b 


-a 


则电场为 


2 rV 


E ( r ) = 


2 


b 


1.60 与半无限大电介质相距的点电荷的势能 


在真空中，点电荷 g 与一相对介电常数为尤的半无限大电介质表面相距 A 


求分的势能 


以半无限大电介质表面为 z =0 面，让 z 轴通过点电荷，建立柱坐标系 ( z ， r ，0). 点 
电荷分处的位置为 n 设 z = 0 面电介质的束缚面电荷密度分布为％ ( r ). 对电介质，可 

认为自由面电荷分布 oy =0. 

在界面上侧 u = o +) 处，电场的法向分量应为 


( r ) 


qx 


心⑺=一 


4 ns 0 ( r 2 + x 2 ) v 2 2 s 0 


在界面下侧 U = 0_)处的电场法向分量为 


(r) 


qx 


E z2 (r) = ^ 


2x3/2 


2^o 


4n£ 0 (r 


) 


在 2 = 0面，电位移矢量的法向边界条件给出 


五 zi ( r ) = s oKE Z 2( r ) 


从而可得 


(1 一 K)qx 

2 n(l + K )( r 2 + 




电荷分布在点 (0,0，; c ) 处的电场只有垂直分量，其值为 

<7 n (r)xds 


rdr 


(1 - K)qx 

4 ns 0 ( r 2 + x 2 f n 4 n ( l + K )£ 0 j o ( r 2 + x 2 ) 3 


/ 


E = 


(1 - K)q 
I 6 n ( l + K ) e 0 x 


因而点电荷受力为 
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(1 - K)q^ 

\6n{\ + K)£ Q x 2 

点电荷9的势能 w e 等于将它从无穷远移到; C 处外力所做的功，即 

(l-K)q 2 
I6n(l+ K)s 0 x 


F = qE = 


X 


■/ 


Fdx f 


dx f 


K 


=— 




00 


d-^)r 

16丌(1+ K)e Q x 


1.61 平面上两根细金属导线构成的电容 


1.61 在 z = 0平面上，由两根细金属导线构成的系统具有电容 C . 如果在 z < 0的半 

空间中充满介电常数为£的电介质时，试问新的电容值是多少？ 

解如题图1.61，在未填入介质前，一个导线带正电荷+<2，一个带 - G ， 二者电势差 

为 V ，故系统的电容 C = 2/ V . 这时空间电场为五.在下半空间加入£的介质后，设空间电 

场为 E r ， 它与原电场的关系幻 E ， 尤为 一待定常数. 


0 


-0 


^ P 


导线 


题图 1.61 


以2 = 0平面为分界面，以带+2的导线所围面积为中央截面作一扁柱体，则柱体上表 
面5\在2>0空间，下表面*52在 2< 0空间.由电场切向分量在边界上的连续性，当对扁柱 

体的表面积* S 用髙斯定理时，电场切向分量的贡献等于0,即 

EdS=Q 


j> s D-6S=£ 0 j s E6S+s 0 j 


( 1 ) 


S 2 


和 


♦ D f *6S = £q 


E ， dS=Q 


( 2 ) 


s 2 


由式⑴，有 


Q 


(3) 


EdS= EdS = 


2 f 0 


s 2 


Si 


式⑵、式⑶联合，有 



故加入介质后的电容为 


为计算二导体之间电势差，任选一连接二导线的路径 L ， 则在填充介质前后 ，有 


从而得 


^ £ o 


£：，= 2SqE 

^ + ^0 


K = 





c 、呈 — G 一 —o 


c 


2 s 0 


题图 1.62 


( a ) 在不计边缘效应时，平行板内介质1、2中的电场馬、 E 2 为匀强电场，方向 


与板面垂直，故有 


( 1 ) 


V = E x d x + E 2 d 2 


又因在介质1、2中通过的电流应相等，则有 


( 2 ) 




式 (1) 与式 (2) 联立给出 


Va x 


d l a 2 + d 2 o f x 


Va 


E 2 = 




^ 2 + d 2 cr x 


( b ) 通过电容器的电流密度为 



1.62 —个由理想导体构成的平行板电容器，两极板之间充满两层介质，它们的厚 
度为4和心，介电常数与电导率分别为&、 q 与 f 2 、 电势 V 通过此电容器，如题图 

1.62 所示.假定忽略边缘效应 ，求： ⑻两种介质中的电场 .( b ) 通过电容器的电流 .( c ) 在两层 
介质分界面上的总面电荷密度_ ( d ) 在两层介质分界面上的自由面电荷密度 - 


1.62 充两层导电介质的平行板电容器的电场和电流 
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fwf 

d 






—i 

d 


d/ 


E£ 




V 


55 


^ 1^2 ^ 2^1 


方向也垂直极板. 

( c ) 利用边值关系(题图 1.62) 


( 五 2 — [ 1 ) = < ^t^ £ 0 


m 


得二介质分界面上总面电荷密度为 


€ 0 { a x - a 2 )V 

d \ a i + d 2 a \ 


<7, = f 0 (五 2 一五 1) 二 


( d ) 由边值关系 


(D 2 -D l ) = n-(£ 2 E 2 -£ l E l )^(T f 


得二介质分界面上自由电荷密度为 


(啊 一 0- 2 ^ ) V 
^ 1^2 + ^ 2^1 




1.63 交流电路中电容器半边充的电介质的介电常数 


1.63 一个由空气分开的电容为 C 的平行板电容器与一 

个电阻为及及频率为 ® 的交流电源相串联(题图 1.63). 上的电 
压降为 V R . 今将电容器的一半充满介电常数为 f 的介质，而电 

路的其他情况不变，这时及上的电压降变为2% . 若不计边缘效 
应，求介质电常数二 

解充入一半电介质材料后，电容器的电容变为 




题图 1.63 


1 + — 


C eC 
-1- 

2 2 e 0 


£ o 


C = 


C 


2 


依题意，应有下式成立 




R 


R 




= 2 


R + 


R + 


) o>C 


}0 )C 


式中 j = 从而得到 


16 


= R ^ + 


4 /r + 


afC 


oy 2 C 2 1 + - 




解得 
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4 




1.64 部分电介质放入平板电容器中受到的力 


一个平行板电容器，板宽为 A 长为 b ， 二板相距为，的，如题图 1.64 


所示.在电容器中有一块电介质，其相对介电常 数为& ⑻使电容器与电动势为 V 的电源相 

连接.把部分电介质从电容器中抽出，使留在二极板间的电介质长度为 a 求把电介质拉向 
电容器的电力 .•（ b ) 当电介质在电容器内时，电容器被充电至极板间电压为 A , 然后断开电 

源.仍把电介质部分拉出，使留在极板内的长度为 A 求使电介质返回电容器的 电力. 假定 
在 ( a )、（ b ) 中均忽略边缘效应. 


电容器电容为 


c=s 0 As 0 ^ 

s 0 (K - l)ax s 0 ba 

_ ____ 1 1 _ 


( 1 ) 


d 


d 


若电介质向电容器内移动也，电容器的储能会发生变 
化，这时电介质将受到力的作用，功能原理给出 


⑵ 


Fdx = VdQ-d - V^C 


2 


题图 1.64 


( a ) 当 V 固定时， d <2 = VdC , 则式⑵给出 


Fdx = - V 2 dC 


2 


代入式⑴，即得 


V 2 dC e 0 ( K - l)aV 
2 6 x 

因为尤>1，所以， F >0, 表明此力将把电介质引向电容器内部. 

( b ) 当电介质在电容器内时，电容器的电容为 

^ _ e 0 Kab 
Co= ^~ 

因此电容器极板上的电量为 QtQ %， 断开电源后，6维持不变，由式(2)，有 


(3) 


F = 


2 d 


(4) 


V 


F 6 x = -- d ( V 2 C ) = —— dC - CVdV 


2 


2 


而 


Q 


Q 


dC 


dV=d — = 


c 


c 


所以 





C 0 2 v 0 2 


Q 


dC 


Fdx = 


dC = 


1C 


2C 


代入式⑷，有 


CqV 0 2 dC _s 0 K 2 (K-l)ab 2 V^ 

2C 2 dbc 


F = 


2d[(K-l)x + bf 


显然 F>0, 表明此力把介质拉向电容器内. 


1.65 部分电介质从柱形电容器中拉出受到的力 


长为 L 的圆柱形电容器由半径为 a 的内芯导线与半径为6的外部导体薄壳所 

组成，其间填满了介电常数为 f 的电介质 . ⑻当此电容器充电到电量为 G 时，求电场强度与 
径向位置的函数关系 .(b) 求电容器的电容 .(c) 把电容器与电势为V的电池相连接，并将电 
介质从电容器中拉出一部分，当不计边缘效应时，如果维持电介质在拉出位置不动，需施 

多大的力？此力沿何方向？ 

解⑻设内导线的线电荷密度为乂，取柱坐标 U〆，）， 则由高斯定理可得电容器内电 


1, 


场为 


Q 


A 


E 二 


2ns Lr 


2nsr 


(b) 内外导体电势差为 


b 


X 


In 


V= \ E-6r = 


2ns 


因此得电容 


又乙 L 


jT-t ，一 

f , — 1 ■■一 


V ]n(b/a ) 


(c) 当电容器与电池相连接时，内外导体 
电势差V不变.把介质拉出一部分后，设真空 

部分长为心留在电容器内介质长为 
如题图 1.65 所示.这时电容器总电容为 


2ns 0 x 2ne(L - x) 


C = 


b 


b 


In 二 


In - 


2 庇0 1苎 + |1 


X 


题图 1.65 




b 






In 二 


电介质的抽出使电容器储能发生变化，能量的变化将使电介质受引力的作用，由功能原理，有 
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Fdx = VdQ —— V 2 dC 


2 


因 V 不变，有 dQ = VdC ， 上式化为 


ns 0 V 


Fdx = -V 2 dC = 


dx 


b 


2 


£ o 


In 二 


故电介质受力为 


KS 0 V 


€ 


1 — 二 


F = 


b 


£ o 


In - 


因为 故 F <0, 为吸力，因此若要保持电介质在原位置不动，必须加一个大小与 F 
相等、方向指向电容器外部的拉力. 


1.66 非平行的平板电容器的电势和电容 


1.66 题图 1.66( a ) 所示为一个两极板不太平行的平板电容器.⑻忽略边缘效应，当 
二极板间加上电压差 V 时，求二级板间任意点的电势值. ( b ) 当电容器中充满介电常数为 f 的 

介质时，用给定的常数表示电容器的电容. 

⑻当忽略边缘效应时，本题为一个平面场问题.在题图 1.66( a ) 中，选取坐标系的 
轴垂直于纸面向里.则电场应平行于邛平面，且与 z 无关. 

设二极板平面相交的直线与 x 轴交点为 ( T ，如题图 1.66( b ) 所示，由题图 1.66( b ) 可得 

OO f = — 




(1) 


竓为二板面的张角_过0点作 〆 轴与 z 轴平行，用，的建立柱坐标系(题图 1.66( b )). 根 
据对称性的考虑， 过/轴 的平面应为等势面，即电势应只是角0的函数 

<p{r y 6,z f )^<pi0) 


电势炉的方程为 


(b) 


(a) 


题图 1.66 
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1 ^ e=o 




( 2 ) 


dO 


其一般解为 〆 = A + B 沒. 

因上下极板面都为等势面，故可设边界条件为 

炉(0) = 0， ( p ( O 0 )-V 


(3) 


bd 


，故最后可得极板间任意 


从而得 A = 0,5 = V /6> 0 , 由题图 1.66( b ), 6> = arct 


X + —— 


y 


与电势为 


bd 


arct 


JCH - 




VO 


(4) 


V 


(p{x, y)= 


0, 


arctan — 


b 


( b ) 考虑下极板面，设其总电量为 <2. 由式(2)、式(3)，电容器内的电场为 


V 


E = — V (p 二一 


e e 




注意对下极板 ， 0 = O t r = — + x , 若设下极板自由面电荷密度为 力， 则该板面上的法向边 
界条件给出 


a 


sV 


<7 f 二 sE =— 


bd 


0 Q 


- h X 


a 


对下极板面积分即得 




0= / 下极 板， 〆 -J:H 


bd 


沒0 


—— + x 


b + a 


eVw 


In 


d 


arctan — 


b 


从而此电容器的电容为 


c=M 


b + d 


ew 


In 


d 


V 


arct 


b 


1.67 充以各向异性均匀电介质的平行板电容器的电场、电位移和电容 


两个大的导电板，面积都是 A ， 相距为 rf . 在二板之间充满了各向异性的均勻 
电介质.介电常数张量々使电位移矢量与电场五之间存在着关系 a 巧 . 介电常 

i=l 

数张量的主轴为(题图 1.67): 轴 1( 本征值 Q ) 是在纸面上相对水平方向成$角；轴 2 (本征值 


1,67 
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^2 )是在纸面上相对水平方向成# - 0 角； 轴 3( 本征值 A ) 与纸面垂直.假定导体板足够大使 

得边缘效应可忽略.⑻如果在题图 1.67 中的左、右板上均勻地分布自由电荷+&与 -& ， 
求电介质内的/>与£的水平及垂直分量. ( b ) 计算系统由电容依赖于 H &与沒的关系式. 

解 （ a ) 设左导电板的法向为矢量 n ，在导电板内五=0,由 E 的切向连续性，介质内 
的电场切向也为0,即介质内电场为 


E = E 


把五分解到本题的主轴上，有 


E x =Ecos6, E 2 = Esin0, E 3 =0 


(1) 


在 ( D 2，$3) 坐标系中，张量巧为一对角矩阵 

4 

0 0 




0 


0 


£ 1 


0 0 


^3 


因此得 (6, 匕纟3)坐标系中，电容器内的电位移矢 


题图 1.67 


量为 


( 2 ) 


D x - e x E x = s^co^O^ D 2 - s 2 E sin 0, D 3 -0 


以史、 n 分别表示垂直与水平方向，则在左极板面的法向边值关系给出 

D n =cr f =Q F /A 


即电位移矢量的法向分量为一常数，因此 


Qf 


(3) 


Z^cos 沒 + D 2 sin 沒 =D = 


A 


联合式 (2) 、式 (3 )，得 


Qf 


E = 


AiSy cos 2 0 + s 2 sin 2 0) 


因此得£、 Z ) 水平、垂直分量为 


Qf 


Qf 


(4) 


D 


= E = 


A(e l cos 2 0 + e 2 sin 2 0) ’ 


n 


A 


Q f {s x 一 f 2 )sin 沒 cos 沒 

A(e x cos 2 6 + £ 2 sin 2 9) 


(5) 


D t = D x sin 0-D 2 cosO = 


( b ) 在左右两极板之间的电势差为 


Qf^ _ 

A(fj cos 2 0 + s 2 sin 2 0) 


V = £„dx = 


从而得该系统的电容为 
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— Q f A (^ cos 2 0 + s 2 sin 2 9) 

c = - 一 —— ———— 


d 


V 


1-68 均句电场中电介质球的电场、束缚电荷密度 


题 1.68 假设可以证明放在大的平行板电容之间的电介质球内的电场是均匀的(£ 0 的 
大小与方向是一定的).如果球的半径为心相对介电常数心=以化，求在球的外表面上一 

点/ 1 的电场£ (用极坐标心0)，并确定 p 点的面束缚电荷密度 • 

解球内为如题图 1.68 所示的匀强电场，在球 

外表面尸点的电场五=五 〆 ， • 按极坐标，五0可表 


示为 


E 0 E 0 cos 6 e r - E 0 sin 6 e g 


由边界条件 


— E Q sin0 = E t 


eE 0 cosO = e 0 E r , 


故得 


图 1.68 


E = K € E q cos 0 e r - E 0 sin 0 e e 


P 点的面束缚电荷密度为 


=P e r 

P 为介质球的极化强度 _ 而？ = &-&)£：()，因此得 


a 


CTp =(s - £ Q ) E 0 cosO = £ 0 ( K e - l)E o COS0 


1.69 两半充以不同介质的球形电容器的电场和电容 


题 1.69 在一内外半径为 a 、 6的球形电容器的二极板之 

间区域中，一半充满介电常数为 a 的线性各向同性电介质，另 
一 半充满&的电介质，如题图 1.69 所示.如果内极板带总电 

荷 Q ， 外极板带总电荷 H 9, 求： ⑻在&和&介质中的电位移 

矢量 A 和 D 2 . ( b ) 在& 和& 中的 电场. ( c ) 系统的总电容. 

解在 Q 与&介质分界面上，法向从1指向 2 ,边值关 


系应为 


D\ n = D 2n 


五 1/ = E 2t ， 


题图169 


如假设电场五仍满足球对称性，即设 

£ 1= £： 2 = Ar / r 3 

则上面的二边值关系可以得到满足.取高斯面为半径 < r < b ) 的与球形电容器同心的球 
面，由 
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f £) • dS = Q 


可得 


271(£ { -\-£ 2 )A = Q 


待定常数 


Q 


A — 


2n{s x + s 2 ) 


因此 


Qr 


E l = J?2 = 


271(^ +^ 2 ) r 


^iQr 

2n{s x +E 2 )r 


£\Qr 

2n{s x +e 2 )r 


D \ = 


A = 


可把本题的电容器看作由两个半球形电容器并联而成，所以总电容为 


271(9 

b-a 


C = 


E lt = E lt 和高斯定理 #i)，dS=G 可得 


另解根据介质分界面上的边值关系， 


s x E2nr 2 + s 2 E2nr 2 = 2nr 2 + s 2 )E = Q 


Qr 


E = E 1 — E 2 — 


2n(€ x +e 2 )r 

Z)j = s x E y D 2 = 


球形电容器两极板电势差 


Q 


/ 


dr 


E 6r = 


2n{s x +s 2 ) r 


Q 


b 


271(^ + f 2 ) 


系统总电容 


^ Q _ 2k(€ x + s 2 )ab 

C = - 一 --- 


V 


1.70 填充导电介质的同心金属球中的电流和产生的焦耳热 


一对半径分别为 a、h(a<Z?) 的同心金属球中间填充了电导率为 o ■的介质，设 

在 f = 0时，内球上突出出现了总电荷1 (a) 计算介质中的 电流. (b) 计算此电流产生的焦耳热， 

并证明它与电荷重新分布而减少的静电能量相等. 

解 （a) 利用欧姆定律 y = crf： •因为？ = 0时，内球带电荷《，故球内介质中的电场为 


1.70 
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q 


E o = 


2 


47C£T 


方向沿径向.设^时刻内球带电为的），则 f 时刻电场为 


2 


(1) 


E{t) = q{t) I Ansr 


未知量冰)可由电荷守恒导出，为此，包围内球的半径为『的球面，有 

q(t) = 4nr 2 aE(t) = ~q(t) 


d 


( 2 ) 


dt 


6 


微分方程的解为 


t 


q(t) = qc 


将式 (2) 代入式 (1)， 得 


t 


q 


E(t,r) = 


e 


2 


A%£r 


故半径 r 处，电流密度为 


一 t 




j(t, r)= 


e 


2 


4nsr 


总电流为 


t 






I(t)^4nr 2 j(t 9 r)^ 


e 


s 


( b ) 介质中单位体积的焦耳热损耗为 


2 a 


2 


t 


aq 


2 


w(t^ r) = crE = 


e 


\6K 2 e 2 r 4 


总的焦耳热损耗为 


b 


2 


W = dn dr*47tr w(t,r) 


o 


2 




b 


Sne 


a 


另外，放电前介质中的静电场能量为 


2 Sns 


2 


q 


2 


dr • Anr 


b 


a 


故 W = W 0 


另解一 f = 0 时，带电体系的静电能 




2 


1 


1 1 


<1 


£ i 

2 4 ns 


b) An€ 0 b 


a 


2 


2 




q 


+ 








b) %ns 0 b 


Sne 


a 
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当 f = 00 时体系静电能 


q 


W^-qV f = 


2 


Sne Q b 


体系静电能的变化 


q 


AW=Wj-W e =- 


Sn£ 


b 


a 


减少的这部分静电能全部转为焦耳热损耗掉. 

另解二/ = 0时，介质内电场能量 


| E 2 4nr 2 dr 


W=- D^EdV = -s 


2 


2 


q 


b 


871^ 


a 


这部分电场能量全部转为焦耳热损耗 


1.71 填充几层不同电介质的球形电容器的自由电荷与极化电荷 


1.71 一个电容器由两个同心的金属球组成，内、外球半径分别为 a 和乂在 a < r<b 
的区域内充满相对介电常数 为&的 介质，区域为真空，最外面的区域 c < r < rf 充满相 
对介电常数为尤2的介质.相对于接地的外球，内球被充电至电势 V . 计算： ⑻内球和外球 
上的自由电荷. ( b ) 在区域 a < r < b 、 b < r < c ^ c < r<d 中电场强度与距球心距离 r 之间的函数关系. 

( c ) 在 r = a , r = 办， r=c 和 r = d 处的极化电荷.⑹电容器的电容 • 

⑻设内球带总自由电荷 Q ， 因外球接地，则外球带总自由电荷 H 3. 

( b ) 由高斯定理及球对称性得 


Q 


a<r<b 


E 二 


芒 r ， 


2 




Q 


b<r<c 




心， 


4n£ 0 r 


Q 


c<r<d 


E = 


2 


4ns 0 K 2 r 


( c ) 由公式得 


P=8n(K-l)E 


可得极化电荷密度为 

在 r = a 处 


Q 

4na 2 K x 


(T p — 




Q K x -l 

4nb 2 K x 


o > = 


在处 




Q 1_[ 2 


4 nc 2 K 2 


在 W 处 


Q 尤 2-1 




And 2 K 2 


d 


Q 


l l 


l 


l l 


l l 


l 


因此得内球所带电 


E 'dr — 


+ 


+ 












■ 


b ) K x 


b 


dJK 2 


4 ns 


c 


a 


c 


a 


0 


荷为 


AnsQ^^abcdV 




K x ab{d 一 c ) + K l K 2 ad(c - b ) + K 2 cd(b — a ) 


电容为 


4 ne 0 K l K 2 abcd 


Q 


C = 


V K ^ ab{d — c ) + K ^ K2dd{c — fe ) + K^cdib — cl) 


L 72 填充非均匀电介质的导体球的电容与极化电荷密度 


72 半径为 a 、 咖<的的同心导体球之间充有介电常数 


^0 


8 = 


l + Kr 


的非均匀电介质(句与 A ： 为常数) _ r 为径向坐标.电位移矢量 Z )( r )= fiE ：( r ), 内表面上有电荷!2 
而外表面接地，计算：⑷区域 内的/ >.( b ) 系统的电容 .( c ) a < r <& 时的极化电荷密度. 
( d ) r = a 和 r =办处的面极化电荷密度. 

( a ) 高斯定理及球对称性给出 


Q 


a < r<b 


D = 


e r ， 


2 


4 nr 


( b ) 电场强度为 


Q 


a < r<b 


d + Kr ) e r , 


E — 


2 


4 ne Q r 


因此，内外球电势差为 


b 


b 


Q 


—— + K \ n - 


V- E6r = 




b 


4 ns 0 


a 


a 


a 


故得电容 


4 ns 0 ab 
V ( b - a ) + abK ] n ( b / a ) 


Q 


C = ^ 


( c ) 极化强度 


QK 


P = (£-£ q)E =- 


e 


4 nr 


所以 a < r<b 中的体极化密度为 


QK 


-V P = 


Pp = 


2 


4 nr 
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QK 


⑹ 


(7 p = 


Ana 


QK 


r 二 b 


<7p =— 


4nb 


1.73 填充导电介质的同心球形导体间的电阻 


1.73 对服从欧姆定律的稳恒电流，求两半径为 t 的同心球形导体之间的电 

阻，在两导体之间充满了电导率为柳 物质. 详细说明每个 假定. 

设外球上有一小孔，通过它，一绝缘导线将电流/送至内球球心.假设收集外球上 

电流的方式不改变两球间电流的球对称分布，忽略小孔效应，用球坐标系(『，汉的，设内球 

表面均匀分布有总量为 <2的电荷，则由高斯定理及球对称性易得 

E(r) = 

式中， 成物质 的介电常数， 由戶 述，可得 


Q 


Ansr 


<rQ 


Ansr 


因为多 


ds = I ,故有 


oQ 


4nr - 1 


Aner 


所以 


E = 


Anar 


两导体间的电位差 V 为 


b 


Ana 


Anar 


故所求电 阻及为 


1 




b 


I Ana 


1.74 电介质球放入均句电场中的电介质液后的 

电场分布 

1.74 一 半径为 a 的均匀各向同性介质球，介电常 
数为£现把它放入一均勻电场五0中.求介质球内外的电 


U 


场. 


取柱坐标，球心取为坐标原点，并使极轴 ( Z 轴) 
沿方向，如题图 1.74 所示.设球内电势为奶，球外电势 

为奶.通过分离变量法求解，考虑轴对称性，奶与奶如下给出 


题图 1.74 
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(cos 0) 


( 1 ) 


(cos 6) 


( 2 ) 


炉 2 = 


式中， A ( C 0 S 的为勒让德多项式，而边界条件为 


有限 


⑴ 


<Pl 


r^O 


rE 0 cosO = - rE 0 P x ( cosO ) 


( ii ) 


<Pi 




r—>oo 


= ^0 


3^2 


< P\=<P2\r=a^ 


( iii ) 


dr 


dr 


则由条件 ( i ) 和 ( ii )， 可得 


C rt =0(^l) 


队=0, 


式⑴，式⑵代入条件 ( iii ) 得 


E 0 al \ (cos 0) + Yj P n ( cos ^- Yj ^ P ^ cose ) 


E 0 P X (cos e ) + Y J (n + l )-^ P n ( cos $) =8^ P n {cos 0) 


~ £ 0 


上面两式对所有可能的確 |5 成立，由于 / Vcos 的的正交性，要求等式两边 P „( COS 的的系数都 

相等，这样确定系数 

A = 一 


3 f 0 


£ ~ £ o 

£ + 2 Sq 


^ = 0(n 矣 1) 


五0， A = 


E 0 a ， 


£ + 2 ^q 


最后将各系数代入式(1)、式 (2) 得到球内外的电势为 


3^0 


(3) 


Enrcos 0 


(P\=- 


o 


£■ + 2^0 


e - 


£ q _ a 


(4) 


£ 0 rcos 沒 


— 1 一 


92 - 


£ + 2 e 0 


因此得球内外的电场强度为 


3^0 


r ka 


[0, 


= —V (p x = 


e + 2 s 0 


g-gp 

s + 2 e 0 


r 

另解介质球在均匀外电场中的极化是均勻极化，这可由唯一性定理证明；也可按如 
下方式说明.设想介质球的极化是一个无限缓慢逐步完成的理想过程.在均匀外电场作用 
下，介质每个分子的正电和负电中心分离 s /， 这使介质均匀极化.这样极化过程中，球内的 
电场作为外电场和退极化场的合场，始终是均勻的.当每个分子内部正电和负电中心都达 

到平衡，极化完成时介质球的极化一定是均 勻的. 

设“最终”的电极化强度 为尸. 按上面的假想过程， P 的方向和外电场一致，从而 P 
的方向也应和 E —致.球内电场强度、电位移矢量、电极化强度分别为 

五 in = [0 + 五 ’， An = 二 [in + 户 ，^ = { £ ~ £ q )^\ 


r\>a 


E 2 =-V<p 2 =E Q - 


(5) 
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f 是由介质极化产生的电场，也叫退极化场.由式 (5) 得 

E ： =E, + E f = E^ 


f _ f 0 


P = Er^ — 


E 


o 


o 


0 


in 


3e 0 


3e 


由上式解得 


3 f 0 


( 6 ) 


E 0 = 


E 


E 


0 


£ + 2^q 


1 + £ z ^ 




而电极化强度为 


_3 e 0 ( e -£ 0 ) 

I 

£ + 2 ^q 


(7) 


E 0 


P ^(€-€ 0 ) E ^ 


介质极化在球外激发的电场为 


An 


r 一 s — Sq 

4ne 0 r 3 左 + 2s 0 


([o _ ▽) 


Kn = —— 尸 -V 


( 8 ) 


r 3 


3 


球外总电场 说 + Kn . 这样综合式 (6 )、 式 (7) 结果得 


3^o 


五0, 


G + 2^q 


(9) 


S — 




r\>a 


E 


r 3 ’ 


f + 2^ 0 


当然它们和电动力学方法求解的结果相同.和后者的解法 
比较一下这种解法显得简捷. 


1.75 充以非均匀电介质的球形电容器的电容 


题 1.75 —半径为 a 的均匀极化介质球，其电极化强 
度为/*，如题图 1.75 所示. 求介质球内外的电场 • 

解考察一下介质极化的微观图像.介质的极化有两 

种微观 机制： 一是有极分子的固有电矩的取向 极化； 一是 

无极分子的电子位移极化.我们不妨采用后一种极化微观 
图像.设介质分子由于电子位移而发生的正负电荷中心拉 
开的位移为汉因是均勻极化，这个量对每个分子都相同. 


题图 1.75 


设分子数密度为则体积元 SV 内电偶极矩为 


ndV^ e& 


因而电极化强度为 




( 1 ) 


= en& 


P = 


5V 


按我们采用的极化图像，极化是每个中性分子的正电中心和负电中心拉开一个小位移 
§/. 对均匀介质球的均勻极化，我们可以设想这相当于原先重合的两个电性相反的均匀带电 
球发生了一个整体位移汉按静电场的叠加原理，介质球激发的电场为这两个带电球的电场 
的叠加.取负电球的球心为原点，则正电球的球心 为况. 按高斯定理及球对称性，易求两个 
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均勻带电球激发的电场，其电场强度如下给出 


r\<a 




3 ^o 


㈠ 一 


E (+) = 


E 


( 2 ) 


M 


en 


en 


3 f 0 




式中， r ^ r -8/. 

按静电场的叠加原理，介质球激发的电场为这两个带电球的电场的叠加，即有 

£=五 (_) +£ (+) =-5/ • VE i+ \ 代入式 (2) 得 


- en &. 


3 ^o 


(3) 


E = 


en& • V — 




3 f 0 


上式将式 (1) 代入用尸表示为 


r\<a 


尸， 


3 f 0 


(4) 




4%€rt r 


r\> a 


3 


3 e 0 


r 


另解在球面上有极化面电荷这样由 Coulomn 定律，可知介质球激发的电 


场为 


(n • P)6S 


(5) 


E = 


A%e 0 R 3 


式中， R = r - r f , 而 r 为场点， 〆 为源点 • 由式 (5) 得 


▽、尸-1 

L 4ti^ 0 R 3 


dV 


E = d) dS- P 


4ns 0 R 


+ P^ f 




47if 0 R 3 


4ns 0 R 3 


^rdV 


P V 


p . v 


dV = - 


471^0 R 


R 


最后一个等号用到了 7 = 这样有 


( 6 ) 


dV 


E = -P V 


4ne 0 R 3 


式 (6) 中的积分表示单位密度的带电球的电场强度，因而由此式可得到式(4)，两种方法结果 


一致 


1.76 均匀极化介质球内外的电场 


计算内径为沁和外径为办的球状电容器的电容 C . 其间填充介电常数按下式 


1J6 


变化的电介质 
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£= € q +€ x COS 2 9 


式中，^是极角 


解 如题图 1.76 所示，静电势 Mr ) 仅是半径的函数，这时 
由于”(/?，迖的=%与辦关，并且这个函数在电介质中是 
连续的，也必须与和#关.于是，在半径的球面上的电 
场是径向的，并在整个表面上它的大小为常数.把高斯定理应 
用到半径为的球上，当札时，得到 

D6S=Q 


2nRsmORE(s 0 + cos 2 0)dO 




(5) 


(e 0 + e x cos 2 ^)d(cos^) 


= -2nR^E 


4nR 


题图 1.76 


E (3 e 0 + £ x ) 


由此得 


3 Q 


E = 


471(3^ + ^)/? 


两极板间的电势差是 


/? 2 


SQj^-RQ _Q 

4n(3€ Q + e x ) R x R 2 C 




= 


E 


Ri 


于是 


47 i (3 g 0 + g 1 ) i ? 1 /? 2 

3{[: 馬厂 


c = 


1.77 一点电荷位于两个均匀无限电解质的分界面上 


题 1.77 —点电荷位于两个均勻无限大电介质的分界面上，分界面为无限大平面，两 

介质的介电常数分别为句，玲.求介质中的炉，五和/ >. 

解 如题图 1.77 所示，分界面为 z =0 的平面，平 

面上下方介质的介电常数分别为句，办点电荷位于界 
面上的0点，电荷为1设上下半空间的势分别为奶， 

91 ，则它们满足如下方程 

V 1 pAr) = - 8 (r) 


€ \ 


(1) 


V 2 <p 2 {r) = -—d{r) 


题图 1.77 


^2 


且要求满足边条件 


( 2 ) 


fP\ = 炉2(之 = 0 )， ~ > 0 ( 广 ~^ 00 ) 

本题可采用试探解法，由本题的性质，可取试探解 
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( 3 ) 


q > x ^( p % = A — 

r 

式中， a 为待定常数.考虑以0点为圆心的球面的如下积分 

D • dS ^ 一 

上述两积分区都为半球面.求得 A 




(4) 


=q 


q 


(5) 


A = 


2 tc (£\ + f 2 ) 


两区域的势 




( 6 ) 


<P\ ^92 = 


2 n(€ l + € 2 )r 


由唯一性定理，式⑹即为所求的势.电场及电位移矢量为 




(7) 


Ei = E 2 = 


2(^ + e 2 )n 


£ 2 


£ 1 


⑻ 


d 2 = 


= 


2{ s x + e 2 ) n 


2 ( s } + e 2 )n 


L 78 中心放一电偶极子的均匀介质球的空间电势和极化电荷分布 


1-78 介电常数为句的均匀介质球的中心放一电偶极子/>/，球外充满另一种介电常 

数为玲的均勻 介质. 求空间势的分布和球面上极化电荷的分布. 

如题图 1.78 所示，半径为及的球面将空间分成内区和外区.在球内，由于在球心 

有一电偶极子，故此题为球内势具有 极点. 将球内势写成 


Pf 


(1) 




4 n£ x r 


式中，<为极化电荷在球内产生的势.设球外势为妗，于是， w ， 仍满足拉普拉斯方程 


( 2 ) 


A ^?2 = 0 


边条件和边值关系为 

当 r -^ oo 时，炉2 ->0， r ~^0 时 ， W — 有限 

一 ^1~^~ 


(3) 


(4) 


(r = R) 


(^/ 


fP \ = ^2 (广=及)， 




dr 


dr 


\ 


由问题的对称性和边条件，内外区的解可写成 

fXr n p „ (cos (9) 


Pf 


Pf 


(5) 


炉 l = 


4n£ir 


^2^Z^TT^n( cos ^) 


( 6 ) 


题图 1.78 


系 数如，心由边 值关系确定.由边值关系得联立方程 

J]an Rn Pn( C0 ^) = Y J -^iPn( C0S ^ 


Pf cos 6 

Ane ^ R 2 


⑺ 


R 
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Py COS 0 

Ins ^ 3 


( 8 ) 


由式⑺和式⑻解得 


3 Pf 


Pf 


£ \ 


一 s 


2 


(9) 


= b n = 0 (/i ^ 1) 


h = 


cti = 


a 


4 n (2 s 2 + Q ) ’ 


2tcR^ £\ (2^2 + Q) 


n 


最后求得球内外的势为 


Pf 


Pf 


一 S 


e \ 


2 


( 10 ) 


r<R 


9\ = 


4^ r 3 2 tc(25 2 +A) 


3 


^P 


(ID 


r > R 


炉 2 = 


47c(2^ 2 +&y 


球面上极化面电荷密度为 


3 灼 


如 2 


_( 方 1 ~ £ o) 


-W - (p 2 ~ Pi) - (^2 _ f 0) 

3e Q (q -s 2 )Pf cosO 

2ns l (2e 2 +^\)R 3 


a 




p 


dr 


dr 


( 12 ) 


另外，在球心有一4及化电偶极子 pz - 1 —^ 


P / 


^1 


1.79 绕均匀电场方向旋转的介质球是否会产生磁场 


1.79 一 半径为办、介电常数为痛 J 介质球置于均匀电场石)中，证明感应面电荷密 


度为 


G + 2^q 


3 芯 0 E 0 cos 0 


a {6) = 


假如该球以角度鐵五 o 方向旋转，是否产生磁场？若不能，说明为什么；若能，画出磁力 


线 


见题1.74,球内电场为 


3 ^o 


五0 


E = 


€ + 2£ Tq 


因而电介质的极化 


3 s 0 ( s - s 0 ) 

£ + 2 f 0 


E 0 


p = ( s - s 0 )E = 


介质球表面的束缚电荷密度为 


p = 3£ ° (£ ~ €o) E 0 cosO 

€ + 2e 0 


a ⑹= 


介质球的总电偶极矩 


4 ne Q (€-£ 0 ) 

£ + ^£q 


4 


啡0 


P^-tiRqP^ 

即户与五0同向，因此介质球绕忍0方向旋转，不会引起 P 的变化，从而不会产生极化电流， 
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故不会激发磁场 


1.80 均匀电场中的完全导电球的面电荷密度及感应电偶极矩 


题 1.80 —个完全导电球被放置于一沿 z 方向的均匀电场私中.⑻球上的面电荷密度 
是多少？ （ b ) 球的感应电偶极矩是多少？ 

解导体表面的边界条件为 


妒=常数 


却一 


a ) 


^0 


dr 


式中，炉为球外 电势； o 为球面上的面电荷密度.参见题1_74,用分离变量法，可解得 


E 0 a 


( 2 ) 


cos 沒 


<p -- E o rcos 0 + 


2 


式中， a 为导体球的半径，因此由式 (1) 可得 


= ^£qEq COS 0 


假设在空间原点放一个 P = 的电偶极子，它在 r 处产生的电势公式为 


1 Pco %0 

4 ns 0 r 2 


(3) 


尸= 


炉=一 


4 ns 0 


r 


将式 (3) 与式 (2) 第二项对照，式 (2) 第二项相当于 


P = 47 C ^ 0 fl 3 ^0 


的电偶极子的贡献，它就代表了球的感应电偶极矩_ 


1.81 带有面电荷分布的球壳内外的电场和电势 


题 1.81 一 半径为 R 的球壳上附着有面密度为 c <^= oj ) Cos 嫩 J ( o & 为常数，战7极角)电场 
球壳的内部与外部都是无电荷的真空，计算球壳内外的静电势与电场. 

解边界条件 


jr 山 f _ 

少= 常数 


30 


一 COS 


左0 


dr 


参见题1.62,用分离变量法，解得 




cr 0 r 


o 


cos 汐， 

, sin 9 e 0 ， 

3 f 0 r 3 


r<R 


cos 6, 


及；少内 = 


% 


r > 




2 




3f 0 r 


一 2 a 0 R 3 

3 f 0 /* 3 

五内 =- v %=-： rH ， 


cosOe^ + 




r > 


外一 




r<R 


3 f 0 
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1.82 球心放置一点电荷，已知球面电势求空间电势 


题 1.82 对中心在原点的球，在其中心放置一个点电荷球面上的电势分布为 
0= Vqcos 仅 试求球内外电势分布. 

解设球的半径为/?，电势方程为 

▽2^5 = — 




S { r \ 


r<R 




▽ 2 少= 0, 


r > R 


用分离变量法，解的形式为 


q 


^ ^ p n (cos e\ 


r<R 


0 = 


4 ns 0 r 


r>R 


式中，已用了 r = 0 和 r — oo 的边界条件，再由 r = 时 0= VqCOS 晰 J 边界条件，最后可得 


Vo cos 0 


q 


q 


r<R 


0 = 


4 ne 0 r 4 ne 0 R 

0= Yo ^ cos o ^ 


R 


r>R 


1.83 已知球壳上电势分布求壳外的电势和壳上电荷 


1.83 如果一个厚度为零的球壳的电势只是$的函数饩⑺，球壳内部和外部都是自 
由空间.⑻求出球壳内部和外部的电势 V ( r ,6), 并求出球壳上的电势表达式， （ b ) 对 

V (^)= V 0 COS 2 ^ 的情形求解〔己知 P 0 ( cos 沒 ）= l ， fl ( cos 沒） = cos 氏/ ^( cos 沒）= 


3 


3 cos 2 汐 一1 


2 


2 


P ^( cosO ) sin 0 d 0 

解 （ a ) 因球壳内外都是自由空间，其间电势满足拉普拉斯方程，所以可设球内外电 


2 n + l 


势为 


<P\=Yj ^ n RnP n( COS ^ R<R 0 

n=0 

Z^r^Ccos^, 

n=0 K 






球壳半径为及)，由本题条件则有 


V(0) = ^nRSPn(^S0) 


2/1 +1 


V {0) P n (cos 0) sin Od 0 




2 
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故 




V(O)P n (cos0)sm0de R(cos 沒 )7? 


o 


且类似可得 


(2« + 1)( 


00 


P n (cos^) 




V(<9) 巧 (cos<9)sin 


n +1 


2 


R 


o 


n=0 


球壳上的电荷分布为 


9^2 




— e Q 


dR 


dR 


R=^o 




$ 「 2n + l f 


V(0)P n (cos0)sin0de P n (cos0) 


o 


V 0 


V{0) = V o cos 2 0 = Vq — P 2 (cosO) 


P 0 (cos 60 ,故 


(b) 


+ 


rt=0 时 


2 


V{6)P n (cos 0)sm0dO=-- Vq 


o 


«=2 时 


V(0)P n (cos 的 sin 执 = —V 0 

1 


0 


n^O, 2 时 


VX 沒) /^( cos^sin 执 = 0 


0 


因而 


2 


9\ = ( C0S + "^0 P 2 ( C0S ^) R 

-v% P 0 (cos^) + ^V 0 R^P 2 (cose) 

R ()K 


3 


< fh =: 


5 V 0 






1.84 均句电场中带电导体球的内外电势和感应电偶极矩 


题 1.84 —个半径为 fl 、 带电荷 g 的导体球放入均匀电场私)中，写出球内外各点的电 
势. 求出感应后球的偶极矩.在此问题中的三个电场产生六个能量项，分别叙述六项的大 

小： 有限、零还是无限？ 

解在此问题中的场是由三个场叠加而成的，即均匀电场均，感应导体球的偶极子场， 
孤立带电为9的导体球产生的场. 

a 

设球内电势为命，球外为夾，贝 !I 


▽ 2 為= V 2 ^ ^ 0 
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时 ， A =為；当时， 


因球内没有电场，故命=知(为一常数).边界 条件： 当 


r = a 


^ 2 = - E 0 rPi ( cos 0 ). 令 


A (cos ( 9 ) 


代入边界条件可得出 


Oi ^- E Qj b 0 = a ^ 0 , b x = E 0 a 

a =0 (n ^ 1 ), b n =0 (n ^ 0 , 1 ) 


并由 


s 0 S ^r 2 dn 

J 球面 3 r 


=q 




求得知 <4 叫 )《， 即球内外电势为 




<h = 


r<a 


4ne^a 


E 0 a 


q 


cos 汐， 


<^2 =- E 0 rco %0 + 


r > a 


4nsnr 


办中的第三项可看作在球心处一个的电偶极子在球外所产生的电势- 

以上三种电场产生的能量有 两类： 一是它们分别单独存在时所产生的静电场能量; 

是它们之间的相互作用能量. 

对布满全空间的均匀外电场五◦，它单独存在的静电场能量应为无穷大，即 ％400 

,是有限的. 


q 


一 个孤立带电荷 g 的导体球的静电场总能量为 w 2 = 


871£q<3 


电偶极子尸的球外产生的电场为 


cos 沒 


2 a 3 E o cos 0 a 3 E o sm 0 


e 3 = - 




3 


它在球内不激发 电场. 因此 P 产生的静电场能量密度为 


El 


左 0 a 


[ 4 cos 2 ^ + sin 2 6 ] 


1 a^El 


2 


(1 + 3 cos 2 0 ) 


-~ £ o 


2 


静电场总能量为 




4nS ° a El 


(l + 3 cos 2 0 )d cos 6 


W 3 = 




W 3 也为有限值. 

对带总电量 g 的导体球，它的面电荷密度 c = W 4 tw 2 , 它与外场 £ g 的相互作用能量为 


^1,2= \ 


(- E 0 rcos 沒) r 2 di ? 


a* 


球面 


a 


cos 9 dD - 0 




4 na 


类似可知，导体球与偶极子 P 的电场相互作用能量为 
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五 0 


cos 汐 r dD = 0 


2,3 一 


球面 


至于偶极子 P 与外场 £o 的相互作用能量可立即由公式 


=-— PE 0 = -2 ns 0 a 3 EQ 


2 


求出为有限值.式中“1/2” 因子的出现，是因为 P 是由外场 E 所感应产生的等效电偶 


极子 


1.85 具有不同电势的两个半球面所组成球面内的电势 


题 1.85 —个半径为 K 的导体球壳被切成两半，两个半球壳片彼此是绝缘的，如题图 

_ 

1.85 所示，彼此非常靠近以至可以忽略它们的距离.上半球持有电 
势卢冼，下半球电势卢 0. 计算在导体面外空间各点的电势 • 忽略下 
降快于 1/r 4 以上的项(即保留到 1/Z 有关的项为 止). 这里 r 是从导体 

中心到空间点的距离. 

提示 首先在一定坐标系中求解拉普拉斯方程.导体表面的边 
界条件可按勒让德多项式展开 

3 1 5 

P 0 ( x ) = l J CU ) =又， / 2 W= 户 3 (又 ） = 2 X 

解 取球坐标(『，沃約，坐标原点位于球心， z 轴与两半球壳割缝 
垂直(题图 L85) 易知电势0只是 r 和沒的函数，满足如下拉普拉斯方 


3 


—— x 


2 


题图 1.85 


程 


〔 s O 


丄 

r 2 3r I dr 


d 


= 0 , 


r>R 


sin0 d9 


以上方程的通解为 




r> R 


1^0 


按题设只取到 /=3, 故 


多尨 Z 巧 ( cos 沒) 


1=0 


在边界上，满足如下条件 


為)，— 


2 


彡 |r=R = /W = 


当一<沒< 


0, 


2 


将 i (的按勒让德多项式展开，只取到 z=3 的项 


f (0) 尨 YAPACOS 0) 


式中 
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2 / + 1 


71 


f {9) P t (cos 0) sin OdO 

f P t ( x)djc 

J n 


= 


2 


o 


一 （ 2/ + 1 地 


2 


由题目给出 AjUhAOc ) 的表达式可求得 


f P 0 ( x ) dx =[ 

Jo Jo 

/ /? Wdx = f 

Jo Jo 

f P 2 ( x ) dx ^ f 

Jo Jn 

f fi i ( x ) dx = f —(5 x 3 - 3 jc)dx 

Jo Jo 2 


dx ~ 1 


jcdjc =— 


2 


-(3 jc 2 - l)dx = 0 


o2 


于是 


1 = T <^0 


B 0 = ^為)， 


2 


4 


= 0 , 


B 3 = - TT^0 


2 


16 


而 


j A J 

^U^Z^ p i=Z B i p i 

/ =0 A / =0 


故 




最后结果为 


i +1 


3 


R 




P t (cos 0) 




p 


t =0 


2 


4 


[ 3( R 

57+4 


7 R 


(5 cos 2 沒一 3) cos 0 




cos 沒一 




32 


e 


a 


c 


O ，、 


O 


1.86 非同心球壳之间的电势 


、 b 


1,86如题图 1.86 所示，内导体球半径为 fi ， 带电 
量为 <2,外导体球壳接地，半径为汶两球心之距为 c .( a ) 
证明以内球球心为原点时，准确到 C 的一级小量，外球壳 

I 

的方程为 K ^+ ccos ^； ( b ) 如果两球壳之间的电势只含 




题图 1.86 


有/^08的(/=0，1)成分，在 c 为一级小量近似下确定电势 

⑻由余弦定理得 


b 2 = c 2 + r 2 -2 crcos 0 « r 2 — 2 crcos 6 


故 
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r « — 


2 


b + ccosO 


( b ) 由 V 2 < M ) 及轴对称性可知两球壳间电势为 

^=zfv 


P z (cos 0) 


/+1 


/ =0 


依题意，只取/==0，1项，电势近似为 

^ = Aq + 


B 0 




cos 汐 


( 1 ) 


+ 


+ 


2 


由内导体球面为等势面，应有 


( 2 ) 


= 0 


2 


a 


并由 




2 




~ € 0 


得 


Q 


(3) 


0 一 


4 ne i 


0 


夕卜球壳接地，使 r »^+ ccos ® b ， 卢0，有 


% 


邮 + CC •(办二斤 cos^o 


(4) 


A> + 


b + ccosO 


在准确到 C 的一级小量时 


2 c 


(b + ccos 0 )~ l =—f 1-— cos ^ L 


-2 


COS 沒 


(b + ccos 0) 


1 




I 


2 


b 


b 


b 


b 


则由式 (3)、 式 (4)， 略去展开后的式 (4) 中的 cos 2 0 项给岀 


= 0 


A ) + 


b 


Q 


(5) 


A ) 


— 


4 ne 0 b 


^ + Aib + V 2 


( 6 ) 


— o 


联立式 (2)、 式⑶与式 (6)， 解得 


-Qca 3 

4 ns 0 ( b 3 - a 3 ) 


Qc 


(7) 


B i = 


A = 


4 ne 0 ( b 3 - a 3 )' 


故最后得两球壳间的电势为 


Q 


cr 


a 


cosO 


1 




— + 


3 


b b 


4 ns 0 


一 a 
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1.87 均匀电场中的带电长圆柱面的电荷密度与电场的关系 


题 L 87 现有一绝缘长圆柱体，半径为〜在其表面上分布着一层电子，可以在表面 
自由运动，开始以面密度 A ) 均勻分布.将圆柱体放人一均匀外电场中，电场方向垂直于圆 
柱轴线，大小为瓦.试分析圆柱面的面电荷密度 P (的和瓦的关系.分析中可以忽略绝缘圆 
柱体的极化 . ⑻这个问题不同于一般的导体圆柱的静电场问题，试问有什么不同？何时两 
者有相同解？（用文字说明).⑻对导体圆柱情况求解 〆 的，指出该解适用于本题绝缘圆柱情 
况时的取值范围. 


解取柱坐标系(/ V 找 z )， z 轴沿圆柱轴线，0=0时对应外电场方向_设圆柱内外电势为 

种与 z 无关，且都满足拉普拉斯方程 V 2 ^ = V 2 你= 0. 边界条件为 


<Pi 


^< P \ 1 f 




30 


d0 


奶 l r — o 有限 


r oPo 


— ^ —E a r cosO _ 


lnr 






另外注意到电子可在圆柱表面自由运动，故表面的 


取 


Z > 2 


A 


A2 + B 2 \ nr + C 2 r cos 0 + — ^cos 沒 


q \= \ + B l lnr + C Y r cos 6 + — cosO , 


<Pn 




并由上述边界条件定出 


Po r o 


B l - D l = 0, C 2 ^- E a , B 2 






及 


d 2 


^ + C ^ qCosO = A2 + B 2 ] nr 0 - E a r o cos 0 + — cos 0 


r o 


D 2 


sin ^ = 0 


-Qsin^^^sin^ - 


从而得到 


^2 = ^ a r 0 


C \ =0, 


不妨取七=0,于是 


ZVb 1 ^。 


A = 忍2红 1 6 = 一 




最后我们求得 


P 0 r 0 lnr 0 


E^O 


9\= — 


£ o 


E a r 0 


p 0 r 0 lnr 


cos 沒 


- E a pcos 0 + 


作 = — 
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+ E a cos 9 + cos - E a l -~ 

\ £ o r r 1 ) I r J 


sin 6 e 0 


[n = 




= p 0 + 2 s Q E a cos 0 


p (^) = Sq 


dr 


( a ) 本问题和圆柱导体静电场问题的不同点 在于： 对导体，可允许 〆 的取正、负值；而 
这里必须有 P (的 <0. 当■时，两者有相同的解. 


2^o 


( b ) 对导体圆柱情况，静电场基本方程为 

① 在导体内，艮=0,灼= 常数. 

② 在导体外， V 2 师=0 


9 ^n 


— E r y cos 0 


HZ 0, 




de 


Po 


其解与本问题相同.若使导体之间适用于本题绝缘圆柱情况，必须 | E a |< 
证绝缘圆柱表面面电荷密度处处为负_ 


，这样才能保 


2 f 0 


1.88 两块半无穷大接地铝板间的点电荷的所有像电荷 


题 1.88 今有两块半无穷大接地平面铝板成60。角，一个点电荷如题图 L 88 放置.在 

图上指示出所有像电荷的位置和大小并简要说明理由 • 

解如题图 1.88 所示，因导体板接地，所以像电 

荷分布在二导体板两侧，其电荷分布分别对称. 


- <i 

卜、 


1.89 带电的直导线与无限大金属板构成 

系统的电容 

一 半径为 a 的直导线带有线电荷密度 a ， 
距导线 r 处的电势为 f 常数，导线与一电势为 




U 
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0的无限大金属板相距为 b ( b « a )， 对每单位长度导 
线，求此系统的电容. 

解为使金属板电势为0,可设想在金属板另一侧对称地放置一电荷密度为 -aW 无限 
长导线，则原导线与金属板间的电容可以等效地由求相距为的二直导线间电容来代替. 

设在二导线间与原导线相距为 r (与像导线相距 2 hr ) 处的电势为#『)，则由题设有 

< P ( r ) = 


题图1,88 


In 


In —— 


2 %Sn 26 - r 


2 ne 


则二导线间的电势差应为 


2 b 


hb — ci 


cr 


In — 


V = < p ( a ) - < p (2 b - a )~ - 1 


7t《 0 


£ 0 n 
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所以单位长度的电容为 


2b 


C - — -£ 0 n/ln — 


V 


1.90 无穷大接地导体板前的电荷受力与做功问题 


题 1.90 —个大小为 q = 的点电荷放置在离一个无穷大接地平面导体板 a=10cm 

处，求： （a) 导体面上的总感应电荷 .（b) 电荷 g 受到的力 •（c) 把 g 缓慢移至无穷远处所需 


的功 


(a) 用镜像法，像电荷在与 g 处于对称位置的地方，电量为因此导体表面的 


总感应电荷为-分. 

(b) + q 所受的力为 


(2X10 -6 ) 


q 


9xl0 9 


= 0.9(N) 


F = 




Ans 0 (2a) 


0.2 


此式中用了 


C" /(N.m 勹 


4tcx9x10 9 

(c) 移动 g 至无穷远处所需的功为 


q 


q 


dr = 


Fdr- 


W = 


I6n£ 0 a 


4 仰 o (2/*) 


= 0.09(J) 


1.91 接地导体平面上方的两个点电荷受力及系统做的功 


题 1.91 在接地导体 z=0 平面的上方(义，}^)=01，0,0)，(_0,0，《)处分别有两个点电荷+^、-《_ 
⑻求作用在切上的总九 (b) 为了得到这样一个电荷系统，求反抗静电力所做的功.⑹求 
在点 (fl，0,0) 处的面电荷 密度. _ 

解⑻ 用镜像法.像电荷应为(- fl，0，-a) 处的叶与 (fl，0，-a) 处的 - 0，如题图 1.91 所示 • 因 

I 

此作用在 (fl，0，a) 处叶电荷上的总力为 


q 


F = 


e z + 


x V 2 


471^0 (lay (2a) 


q 


+1 - 1 - I® 

V2 


+ 




4ns 0 a 2 \\ 4 8^2 


X 


4 


故力的大小为 


(2V2 - 1)〆 

32ne 0 a 2 

力的方向为及平面中沿与 x 轴成45°角的方向指向原点 • 

(b) 我们可设想把+1 电荷分别沿路径 


F = 


y = 0 


Li ： z = x, 

Lii Z--X, 


y — 0 
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从无穷远处移到与 (- fl ，0， fl ) 处，而得到本题的电荷系统.假设切和1在路径心 、 U 
的 ( Z ，0，/) 与(-/，0，/)点时，由 ⑻得它 们受到的静电力的大小都为 


(2 办 — \)q 


，因静电力的方向 


32neJ 


与路径方向是平行的，故外力做功应为 


(2V2 - l)q 2 d/ = (2V2 - l)q 

32ns 0 l 


W=-2\ Fd/ = 2 


\6ne 0 a 


( c ) 题图 1.91 中的电荷系统都在点 ( fl ，0,0+) 
处产生电场，显然 ( a ，0， fl ) 处切与 ( a ，0，- a ) 处的1 
产生的合电场为 


- q {- aAa ) | 


q ( aAa ) 


2 分 


E,=- 


An 8 Q a 


而 (-fl ， 0 ， <3) 处的 1 产生的电场 £ 2 与 (-a ， 0 ， -fl ) 处 

+ 分产生的电场 A ，其大小都为 


q 


五 2 = 五 3 = 






4n£ Q (yf5a) 

由题图 1.91 知，它们的合电场为 


题图 1.91 


2 


2 q 


1 


Ea = 


^ 2 e z ~ 


e 


4 


一 V 5 


4ne 0 a 2 5yf5 


因此 0， O , O +) 处总电场为 




e = e x + e a = 


2ns 0 a 2 \5^/5 


因导体中电场为0,故此处面电荷密度为 


<1 


2na 2 I5 V5 


1.92 充满不同电介质的两个半无限大空间对称放置正负点电荷所受的力 


题 1.92 假定在三维空间中 z >0 的区域里，充满介电常数为 Q 的线性电介质，在 z <0 
区域充满 £*2 介质.电荷-分固定在 Cwz )=(0,0, fl ) 点，电荷分在 (0,0，- fl ) 点.为了使-《电荷静止 
不动需对它施多大力？ 

解我们先讨论一种简单的情况.设一点电荷仍位于 (0,0， fl ) 点，用镜像法，它的像电 
荷为在 (0,0，- fl ) 点的# 和在 (0,0， a ) 点的 <，注意，每一区域的势场由电荷奶和极化电荷(包 

括 仍周 围以及介面上的极化电荷)所激发，故两区域中电势分别为 




<1 


z>0 


9 \ = 


Ans^ 4ns 0 r 2 ’ 




q 


z < 0 


<Pi = 


Ans x r x 47if 0 r i * 


式中 
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+ y 2 + (z-a) 2 . 




h 




利用边界条件 




z = 0 


炉 1 = 炉2 ， 


dz 


dz 


可得 


1 一 £ 1 一 f 2 




A ， 


E l s \ + ^2 


类似地，如果在玲介质中，在 (0,0,- fl ) 处有一点电荷奶，则它的像电荷为％在 (0,0， ti ) 处， q ” 2 
在(0,0，- fl ) 处，且有 


4 


1 qi 

r 2 471^ r x 


《2 


<h 


<P\ = 


炉 2 = 


47l£：2 ^2 47Tf 0 r 2 


4n€ 


^ S 2 ~ £ l 


^2 ~ ^2 

当仍，奶同时存在时，仍所受的力应为4，％及必的共同作用 


殳2, 


^2 £ 1 + € 1 


< l [ 


<h 


qi 


<h 


F = 


4k 匕 (2a) 2 s Q (2a) 2 s Q (2a) 

1 s \ ^1 _ g 2 
167ta 2 e x s x + s 2 


2 


8 1 一 £ 1 
£ 2 +£ l 


1 + 


M 2 




回到本题^1=-糾2=+^，则有 


2 


e l ^1 ~^2 
^1 ^1+^2 


q 


F = 




<i 


16 rat 2 

因此为使 1 静止不动，需在其上施加 - F 的力 


I67ia 2 e l 


+ ^2 


1.93 计算云朵的电荷量及所受的外力 


1_93当空中一朵云经过地球上某一位置时，地球表面记录的电场为 E ^100 V / m , 

已知云底部距地球表面扣 300 m ， 云顶比底部高也是 
c /=300 m . 假定云是电中性的，但顶部有电荷岣，底部 

有电荷试计算电荷9的大小及作用在云上的外部 
电力(方向与大小).假定除云上有电荷以外大气中没有 

其他电荷. 

解用镜像法，像电荷位置如题图 1.93 所示，则 
可得地球表面0点的电场为 

E = 2 


地面 


<1 




— 2 


47if 0 d 1 47if 0 (2d) 


故得 


Sne 0 d 2 E 


题图 L 93 


= 6.7xlO^(C) 


q = 



85 


云所受外部力即为像电荷与云中电荷间的静电力 


q 


F = 


471^0 (2d) 2 (3d) 2 (3d) 2 (4d) 2 

= -4.05 x 10" 3 ( N ) 


2 


a 


9 4 16 


471 ^^ 


该力为引力，如题图 1.93 所示 


1.94 内有点电荷的接地导体球外电势的分布 


题 1.94 有一半径为 a 的接地的理想导体球，距其中心矢径 s 处有一点电荷士⑻如 

果球外是真空，计算球外任意点 r 处的静电势，可取大地电势为零.⑻如果用介电常数为 f 

的电介质代替球外的真空，重新计算 ( a ). 

解用镜像法 .（ a ) 如题图 1.94 所示，像电荷 〆 在 ㊈ 连 

线上，距球心为/，令 n ; = -, 则 r 处的电势为 


q ’ 




彡 (r) = 


4 贴 0 匕 | r — 5 I 


r-s 


q ， 


Q 


题图 1-94 


LI 


f | 


-sn 




边界条件要求成 ^)=0, 而当 


f … 

q = 一- 屮 


时，可使边界条件得到满足，由静电唯一定理可得球外真空中任意点的静电势为 


af s 


q 


♦{ r 、= 


4k€ q 


( b ) 当球外为戒 I 电介质时，显然只需把⑻中场 换为仏 即得 


a/s 


<! 




47if r-s 


s 


1.95 能抵消两个等量点电荷斥力的接地导体球的最小半径 

有两个电量相同的点电荷相距为汾.在它们中间放置一个接地的半径为 a 的 

导体球，试求能抵消二电荷斥力的导体球最小半径的近似值. 

解由镜像法，球外电场相当于两个给定点电荷+<?与两个像电荷 /所 共同产生的电场. 


m 


1*95 
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像点电荷的大小 〆 = 它们分别位于球心两边，与球心的距离广=+，如题图 1.95 


b 


b 


所示 


对每个给定的点电荷+9来说，除受另一个 
+ q 电荷斥力外，还受两个像电荷的引力作用， 
若使这些力相互抵消，要求 


<1 - 


q - 




b 


b 


4b 


b + — 


b-~ 


b 


b 


对满足上式 a 的最小值， a < b 9 近似取 


b 2 




则近似得到 a ^ b/S 


1.96 无限长接地圆柱导体与长直带电导线的系统中的空间电势 


1.96 半径为的无限长接地圆柱形导体，导体外有一平行于柱轴的无限长带电直 
导线，与柱轴相距 a ( a >/?)， 线电荷密度为夂试求导体外部空间的势. 

如题图 1.96 所示，取柱轴为 z 轴，由 

对称性，柱外电势与 z 无关.本题可用电像法求 
解.设导线的; c 坐标为; d ，柱内平行于柱轴的像 

电荷的坐标为 JC 2， 而在0与 A 的连线上，像线 
电荷密度为双柱外任一点的势可写成 


(Alnr, + A f lnr 2 ) 


⑴ 


9 








考虑到柱面上电势为常数，它等价于 


dtp 


= 0，由此容易求得 


de\ 


题图 1.96 


R 




( 2 ) 


JC 2 =— 


求得柱外的势为 


-2^-^cos^ I- ln(a 2 + r 2 - larcos0) 


又 


R 


(3) 


<p = - in 




1.97 位于点电荷电场中的导体球面上的电荷及球外电势 


1.97 半径为的导体球，位于点电荷^的电场内，点电荷到球心的距离为>灼， 
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球外是介电常数为舶均匀介质，如题图 1.97 所示. 如果⑻ 球的电势僉 给定； （ b ) 球所带 
的电荷 <2 给定； 求球外的电势及球面上的面电荷分布. 

用电像法求解. 

( a ) 在球的电势也给定的情况.如图取球心与点电荷的连线 
为 z 轴 j 的像电荷大小及位置分别为 

q f = - 


qR 


专 R 


( 1 ) 


由于^和 Y 在球面上产生总电势为零，要使球电势为也，还需在 
球心放一个电荷为 f = 471^0的像电荷.于是球外的电势为 

I ( q qR AneRipQ 
4ns I rj ar 2 r ) r 


4 兀 4 q ar 2 


1 


( 2 ) 


+ 


(p — 


( b ) 所带的电荷 0 给定的情况.这时， g 的像电荷大小及位置 
如上.为了使球为等势体，且球面的电通量为 G /心 还需在球心放一个电荷为的像电荷， 
原来球面上的电荷 G 产生的势等价于将 Q 放在球心在球外产生的势，于是球外的势为 

1 (q qR , Q + qR/a 


(3) 


+ 


q> = 


4ns ar 2 


其中 n ， 巧分别 为分， 〆 到考察点的距离. 

另解用分离变量法解题.由于球外存在点电荷，故球外的势存在奇点.设球外势为 


Q 


+ 〆 ，其中 V 为极化电荷产生的势. V 满足拉普拉斯方程 

A < p f = 0, 

( a ) 在球的电势办给定的情况.问题的边条件为 

=‘ < P \ 

考虑问题的对称性和边条件，可用分离变量法求解方程 (4). 球外的解可写成如下形式 


^ = 


Ansr 


(4) 


r>R 


(5) 


^0 


9 


K \ 

• rt +1 

) 


<F 




P n (COS 6 ) 


( 6 ) 


+ 


(p = 


rt +1 


4nsr x 


4nsa 


写出上式时已利用了勒让德多函数的母函数的展开式.由边条件容易得到 


2n+l 


qR 


qR 


n^O 


(7) 


b 0 = ^ 0 R — 


b n= - 


4nsa ’ 


n +1 ’ 


4ns a 


求得球外的势为 


2/1+1 


00 


< k R __ ±_ 

r Ane 


R 


Q 


z 


⑻ 


p n (cos0) 


<P = 


rt+1 一 -rt+1 


Ansr x 


n ^=0 


球面上的电荷密度 


1 


Z^ttA( cos 0 


^dq> _e^ q 

— 一 c - 一 -- 

R 4n 

( b ) 球所带的电荷6给定的情况.这时问题的边条件为 

戎(常数，未知)，炉 Uoo —0， 


(9) 


a ( R .0) = 


dr 


Q 


( 10 ) 


r = R 


▽炉 ds = — 


9 




r=R 
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于是，问题归结为在球面电势一定情况下，求球外势的问题.如 ( a ) 求得解为 


j^2n+l 

n +1 j +1 






q 


E 


(id 


p n (cos 0) 


+ 


<P = 


471^ 


4 ns 


o 


求积分 


Q = 2 njja ( R , 9) R 2 sin OdO 


CO 十 1 产 1 

4 斗 


PnMPoM^ 


( 12 ) 


R ^ q - — 


= 4 ns 


解得 


-UU 

4 ns 


(13) 


<H = 


a 


将式 (13) 代入式 (11)， 即可得所求的势. 

利用勒让德多函数的母函数的展开式，可以证明，式(8)、式 (11) 分别等价于式 (2) 和式 


(3) 


1.98 均匀介质中点电荷与导体球的相互作用能和作用力 


半径为 R 带电为 <2的导体球，球外充满介电常数为戒 I 均勻介质.介质中离球 
心为处，有一点电荷1求它们的相互作用能以及 g 所受的作用力 • 

先求电荷分处的电势，它由电荷 s 和9的像电荷产生，兮的像电荷 处于及 2/ 〜大小 
为 q ^- qR/a 和放在球心的 q ”= qRIa , 它们在点电荷9处产生的电势分别为 


1. 


qR 1 1 

4 nsa 


1 Q 


(1) 


<Pq = 


R 2 




Ans a 


a 


a 


相互作用能 


q 2 R 3 

a 2 ( a 2 - R 2 ) 


1 Qq 

Ans a 


( 2 ) 


W 


^ + - ^ 




2 


点电荷 9 所受的作用力为 


Qq q 2 R 3 (2 a 2 - R 2 ) 
4 ns \ a \ a 2 - R 2 ) 2 


dW 


1 


(3) 


F =- 


6 a 


1.99 浮于液面上的导体球所加的电势 

一个半径为/?的不带电的导电球浮于液体上，其质量为 m ; 液体介电常 数为心 
密度为 r . 导体有3/4体积浸没在液体中.若要使导体球有一半体积浸没于液体中，求必须 


1.99 
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对导体球加多大的电势也 . 

解 取球坐标系，坐标原点在球心 . z =0 的平面 
为两半球面的分界面，如题图 1.99 所示.本题为作 


问题.由本题条件，求得球的质量为 


-nrR 3 


( 1 ) 


i 


由试探解法，容易求得球外上下半空间的电场为 


E = 


( 2 ) 


题图 1.99 


上下球面静电场的应力张量分别为 


J \=_ e 0 EE +- e 0 E 2 I ， T 2 =- eEE f + -€ E 2 I 


(3) 


2 


2 


由对称性，作用于两半球面的静电力都只有 z 分量 


f^-SS 


在0 


丌左 0 


A 2 




E cosOds -- 


(4) 


2 


2 


ns 




E cos Ods = 


(5) 


2 


总 静电力 


ft =- i £ - £ o )4^ 


( 6 ) 


2 


由力的平衡，有 


2 


4^{ e -€ Q )- mg +- nP?Tg =0 


(7) 




2 


解得球上所加的电位 


2 TR 3 g 


也= — 


⑻ 




1.100 电偶极子位于导体球壳中心时球内电场及面电荷的分布 


1.100 电偶极矩为的电偶极子位于半径为的接地导电球腔中心，球外为真空 
求导电球腔内表面电荷分布以及球内的电场. 


如题图 1.100 所示，取沿 z 轴方向.电荷 g 和- g 的像电荷的大小 


和位置分别为<=^ ■和夂 = 


2 R 


球内任一点的势为 








q- 


<1 


q 


( i ) 


(p — 


I I r - a f _ 


4兀在 


/ 


l 








2 


2 


考虑到///?«1，且球面上电势为零.最后求得 
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* 


〔 f —- 午。+益卜 -旬 


1 


( 2 ) 


9 = 


A % Sq 


球腔内表面电荷分布为 


3| p | cos 沒 


d<p 


criR^O) — —s 0 —— 


(3) 


dr 


4nR 


球腔内的电场为 


p \ cos 0 


(4) 


E = —V (p — — 


题图 1.100 


uoi 对称放置在有势的导体球两侧的两个等量点电荷受的力 


题 1.101 ⑻两 个相等的电荷+(2相距从一个接地导体球放在它们中间.如果这两个 
电荷所受的总力等于0,球的半径为多大？⑻如果与⑻中的直径相同的球，具有电势 V , 

每个电荷受力为多大？ 

解⑻ ro ^ d /8. 

( b ) 导体球带电势 V 时，相当于球外电势增加了 

_Vr 0 ~W 




8 r 


为空间点到球心的距离.从而产生附加电场 

E = - V ^ = 


Vd 


因此每个电荷 + Q 受力为 


QV 


F^QE = ^r 


Sd 


力的方向都是从球心到电荷的连线方向向外 


1.102 放置在导体壳内的点电荷受力及球内表面的电势 


1.102 把一个点电荷 g 放置在内外半径分别为 〜 r 2 的导体球壳内，求作用在此电 


m 
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荷上的电力 • 如果导体是孤立与不带电的，它的内表面电势为多少？ 

解用镜像法•设分离球心距离 A 像电荷^ = 位于& = 1处(题图 1.102). 由于 

a a 

导体球壳是孤立的不带电的，所以导体球为一等势体，其电 势为产 仰，这样空腔内(/<^) 
处的电场与由 g 与 y 产生的电场应相等. 

电荷 g 所受的力可以等效地由受到 〆 的力来求，即 


h 


2 


二 <1 


m ’ 


F = 


2 


4 ns 0 ( b - a ) 


2 


4 ns 0 


^ —— a 


2 


ar\q 

_ __ 

4 ns 0 ( r ^ - a 2 ) 2 

对 r > r 2 区域，电势炉外二 


题图 1 J 02 


q 


当时，得导体球电势 


AnSr^r 


q 


炉球 = 


4肛 0 " 2 


q 


由于导体球为一等势体，所以导体球壳内表面电势为 


47if 0 r 2 


1.103 电偶极子在导体平面上感生的电荷密度 


1.103 —个电矩为 P 的电偶极子，假定此偶极子沿 z 轴被固定在 zo 处，且方向与 z 
轴成确.（即 P • e z =l P Icos 办设; cy 平面是一个电势为零的导体，求偶极子在导体上感生的 

电荷密度. 

解如题图 1.103 所示.电偶极子 


P = 尸 (sin 汉 0 ，cos 约 




像电偶极子 


9 


尸'= 尸 (一 sin 找 0 ，cos 0) 


p 


对 z >0 区域，空间点 r ( x ， y ， z ) 的电势为 


1 P[jcsin 0+{ z - Zq ) co &0\ P[-jcsin 0 +(z + Zo ) cosO ] 
4 ^o [^ + y 2 +( z -^) 2 f /2 + [ x 2 + y 2 + (z + Zo ) 2 f n 




o 


导体表面上的感生电荷密度为 


3 Pzq (― jc sin 沒 + Zq cos 汐) 
2 n ( x 2 + y 2 + ^) 


-PcosO 

a = ~ € °~d^ z ^ = 2n(x 2 + y 2 +^) 


d<p 


5/2 


3/2 


题图 L 103 
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1.104 两个导线相连的导体板中心放点电荷，板面感应电荷的函数表达式 


1.104 两个大的扁平导体板相距为 D ，并且用一导线相连.一个点电荷 G 放在两板 
中间的中心处，如题图 1.1 04⑻所示，求在下极板上面感应电荷作为 D 、 0和 jc (是距板中心 

的距离)的函数表达式. 

解用镜像法，像电荷配置如题图 1.104( b ) 所示. 对下极板任意点 A ， 其电场强度只有 
3向分量，其值为〔令心 D 


m 


2 


2.3 d 

4ne 0 (d 2 +x 2 ) (d 2 + x 2 ) in 4ns 0 [(3d) 2 + x 2 ] [(3J) 2 + x 2 ] 1/2 

(-ir(2n + l) 


Q 


2d 


Q 


= 


Z 


QD 


2 5d 


Q 


Z 


3/2 


47c^ 0 [(5t/) 2 +Jc 2 ] [{5df + jc 2 ] 1/2 


471^0 


D^+x 


n + — 


2 


于是 


(— l ) rt (2 n + l ) 


QD 


z 


CT(X) = -£ q E z = 一 


3/2 


4tc 


n + _ D + x 


2 


导 


线 


1.105 放在两块接地导体板间的两个等量异号点电荷的受力、能量及感应 

电荷问题 


1.105 两块接地的大块平行导体平板间距为 4 x , 其间置入点电荷 G 和-(2,分别与 
其中一板相距和 3 JC ， 如题图 1.105 ⑻所示.⑻假如我们把两个电荷取出来并分离到间距无 
限远，问需多少能量？ （ b ) 求每个电荷受力的大小和 方向. （ c ) 求每块板受力的大小与方向 • 
( d ) 求每块板上的总感应 电荷. （提示两点电荷连线中垂面上的电势是多少？） （ e ) 移走点 


m 
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电荷 - Q ， 而 + Q 保持不动，求每块面上的感应电荷. 

( a ) 由能量守恒定律，外界提供的能量等于系统静电能的增加，即 


A = W 0 -Wi 


式中，为系统的各部分无限远离时的静电相互作用能量，显然 W 0 =0. 

两板间的电势可由镜像法求出，由题图 1.105( b )， 电像系的电荷密度 


灸+1 


P = Z (-1) 


QS(X-(2k + l)x) 


y 


Q -Q \ Q \ -Q \ Q 

o 


一 G 


-5x -3jc 


3x 5x 


(C) 


( b ) 


( a ) 


题图 1.105 


下面来求 W 


1 


W = -QU^--QU, 


2 


2 


式中， C /+ 为 +2 处由 -2 及所有像电荷产生的电势(不包括 +0)， 而 t / JW 为 H 3 处由0及所有 
像电荷产生的电势(不包括-0) 


2Q ^ 2Q 2Q 

4ns 0 [ (2 jc ) (4 x ) (6x) 


1 


U 


+ 




W u*- 1 1 _ -Qln2 

( 一 〉 T 一 4ns 0 x 


-G 


4ne 0 x k=l 


Qlnl 

4ns^x 


U = 一 11 


o 


故而由外界提供的能量为 


2 


Q 


In 2 


Ans^x 


o 


( b ) 作用在 + G 上的力即为及全部像电荷产生的场对 + Q 的作用力，由对称性可知此 


力应等于 0. 同理，作用在- Q 上的力也为 0. 

( c ) 选坐标系如题图 1.105 ⑹所示，〜板上的面电荷密度为 




没 1 


朽板上的面电荷密度为 





电磁学与电动力学 


^2= ~ £ O e x V 9 


^2 


Q 


Z (-D 


K +\ 


9 {XJ,Z) = 


{Y 2 +Z 2 + [X-(2K + l)xf} m 


4ns 0 


因而 


d(p ^ Q 

dX 4ns t 

h 板上任意一点的坐标为 (0, y ， z )， 故有 


_ X-(2K + l)x 

[Y 2 +Z 2 +(X- (2K + 1)jc) 2 ] 3 


Z (-D 


K 


/2 


0 ^=-<30 


dtp 


(2K + l)x 

(y 2 + z 2 + (2K + l) 2 x 2 ) 


Q 


E (- 1 严 


3/2 


狀々4沉 0 


并使 A ：+ l 换为 A ：， 则有 


(2K + 1)jc 
( y 2 + z 2 +(2/5 ： + l) 2 x 2 ) 3/2 


d(p 


Q 


K 


Z(-D 


dX 


4ne 


s i 


板*受的力应为 


+ ye y + ze z -3xe x + ye y + ze z 
(/ + z 2 +x 2 ) V2 ~(y 2 +z 2 +9x 2 f 2 
-xe x + ye y + ze z 一 3 庇： 十 ye y + ze z 

( / + ? +; c 2 ) 37 2 - 0 ； 2 + z 2 + 9 jc 2 ) 3/2 


—X€ 


4 n £： 0 


(2K + \)x 

(y 2 +z 2 +(2K+^ 2 x 2 ^ 


Q 


Z(-1) 


K 




\6n 2 £ 0 


s \ 


K=^ 


由对称性， 对}% z 积分等于 0, 则得 


fe '/ dydz _ 


F x = 


(y 2 + z 2 +x 2 f 2 (y 2 + z 2 + 9x 2 f 2 

(2 K + 1) 

[y 2 + z 2 +(2K + l) 2 x 2 f 2 


2 ( -工) 


K 


e 


K=：-oo 


^ W ^ y 2 + z 2 ,dydz = - dWd 0 f 则有 


2 


Q 2 x 2 


f 

Jo 


dW 




1671^0 


(2 K + 1) 

[W + (2K + l) 2 x 2 f 


E(-d 


K 


K^O 


利用积分公式 


2 


du 


yj(u + a)\u + pf 4afi(^fa + 4fi) 2 


0 


2 


Q 


K 


Zi (- i ) 




e 


(2K + 2) 2 (2K + 4) 2 


X 


2 


Sn£aX 


K =0 


o 


由求和公式 


7 C 2 


Si 


6 
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最后求得 


( n 2 -6 )Q 


^1 = 


I 92 ne 0 x 


由对称性，同理求得第二块板受力为 


-(7 T 2 - 6) Q 2 e 

192 ns 0 x 2 




( d ) 由于; c =0 平面上的电势为0,因此由发出的电力线只有一半到达左板，而-0发 


Q 


出的电力线不可能到达左板，故左板上的感应电荷为-手，右板上的感应电荷总量为 G /2 


2 


( e ) 当+2单独存在时，两板感应电荷之和为-2,设其中左板为-么，则右板为同 

理当 - G 单独存在时，由对称性 可知： 左板电荷为 Q-Q x ， 右板电荷为+仏，当两电荷同时 
存在时，左板感应电荷为 + G 与 -2 产生的感应电荷的叠加.故有 

e - 紙=- 


Q 


2 


即当+2单独存在时，左板上感应电荷为-30/4,右板上感应电荷为-2/4 


1.106 球外有点电荷情况下，导体球带正电的条件 


题 1.106 在半径为 a 的球形导体外，有一正电荷 t 与球心相距问应给予这个 

球多少电荷才能使球面上的面电荷密度处处为正值.如果球外是负电荷呢？ 

_ 

解以球心与点电荷^所在的点的连线为 Z 轴，原点为球心，建立直角坐标系，导体 

_ 

球面的作用可以用点 [ o , o ，^] 处的点电荷 f -丘 d 及球心 (0, 0, 0) 处的点电荷代替. 


' 这样，在点(0,0， 〆 )处，场强五为 


a 

-<1 
r 




q 


E = 


4ti£ 


( r - a ) 


—q 


q 


q 




( r - a ) ( r - a ) 


ar 


显然，在 (0,0， fl ) 处，有最大的负感应面电荷密度，由上式，知其为 


1 rla 

( r - a ) 2 ( r - a ) 


q 




4丌 


ar 


如果给予球的电量为 <3,则0均匀分布在球面上(球面上已有感应电荷分布)，为使％处处 
大于零，应有 
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Q > -cr • Ana 2 = 


a 2 (3 r - a ) 


2 


r ( r - a ) 


在点 (0,0，- a ~) 处，场强 


如果则有(0,0，-的处有最大的负感应电荷面密度，由上， 所需 Q 为 


r ! 


2 ~q 

〈4兀叫 


Q > 一 cr . 4 na 2 = Ana 


(r + a ) 2 (r + a ) 2 


r 


2 


qa (3 r + a ) 

r(r + a ) 


ar 


— + 


=<l 


(r + a ) 2 (r + a ) 


2 


1.107 电偶极子与导体球、均匀外电场中的两个绝缘导体球 


1-107 ⑻求距一接地导体球心为 L ， 大小为 d 的电偶极子所产生的电势.已知球 
半径为 a ， 而且假定偶极子的轴线通过球心 .( b ) 考虑处于均匀外电场中的两个绝缘导体球， 
它们的连心线长为圮与电场平行_当很大时，试定性地描述准确到 / T 4 的电场. 

⑻以球心为原点，以系统的对称轴为 z 轴，则本题应用电像法求电势.为 
求/ > 的像，可把/ > 设想为相距2/的正负点电荷，对《和则有 

d = lim 2 ql 




1^0 


如题图 1.107( a ) 所示，《与的坐标为 

q : z = + L + 1 9 

为保持球面为等势面， g 与 一 q 的像电荷奶与必的大小及位置如下(题图 1.107( a )). 


+ L—1 


-q ： Z 




p 


P 


0 


/ p * 


p 






Q f ~ 二一 






-4 Q 


y a 


q 




l a 


L 


a 2 /L 


( b ) 


( a ) 


题图 1.107 


n ( n 2 \ 

ZT 7《， 位十，°， 合 7 


2 


a 


《，位置0,0, 


因为1»/，展开 


<h 


，<h 








* 


L-l 


L-l 



L 土 Z L L 2 


2 


2 / 


ad 


a 


位置变成 0,0, 


I" 2L 2 ， 


L L 2 

% 2 a 2 l 

L L 2 


d 


位置变成0,0, 


q n ” 


其中已用了知 2 冰由此可以用一个像偶极子 

P ' = -q 

L 

与 一个像电荷 〆 =#代替像电荷仍和奶的作用， 都位于 〆 f 0,0，^) 处(题图 1.107( b )), 

L L ) 

所以球外一点 r 处的电势应为/>、^产生的电势之和，即 

D 、( r - 〆 ） , P < r - Le z ) 

l r -^z I 3 


2 


2aH 


a 


P 


e 


Z ? 


L 3 


<pir) = 


A%£q 


2 


a d \ rcosO - 


L 


ad 


1/2 


3/2 


4 ns 


2 


2 


4 


_^： cos , + i 


0 


a r 


a 


L 2 


2 


L 3 


2 


COS <9 +Ar 


L 2 


L 2 


L 


L 


d ( rcosO - L ) 
( r 2 -2 rLcos 0 + L 2 ) 


3/2 


( b ) 外场中的导体球对球外空间来讲相当于一个电偶极矩为 P =4 nsoa 3 E 的偶极子，对 
本题存在二导体球的情况，如果考虑零级近似，它们都视为一个偶极子.但作更髙级近似, 
要考虑两导体球之间的相互影响.这时第一个球对第二个球的作用就如本题 ( a ) 中的情况 
(因二球相距很远)，即第一个球在第二个球中的作用相当于一个球心，近似将像电 


a 


偶子与像电荷放在球心)的像电偶极子，=与一个像电荷 〆 = 

R R 2 

为由两个分别在二球心的点电荷 〆 ，和分别在二球心的电偶极矩为尸 + P = 1 + -^- P 的偶 

V R J 

极子所共同产生的，这时电势将包括 I //? 4 的项. 


，即球外电场应视 


1.108 导体球外的电偶极子受力及球面电场的边界条件 


108有一个电偶极矩为 P 的偶极子放在距一个半径为 a 的孤立理想导体球心 r 
处，尸的方向是在它所在点对球心的径线方向上.假如且球上没有静电荷.⑻球面上 
电场£的边界条件如何？ （ b ) 近似求出作用在此偶极子上作用力的大小. 

( a ) 以 P 的方向为 z 轴，球心为原点建立坐标系，球面上的电场五的边界条件为 
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E n =< jle ^ o 为面电荷密度 


E t =0 


( b ) 用镜像法，与上题类似， P 的像电荷系统为一在 


的像电偶极子 ，= —P 


与像电荷 4=- g . 但由于本题的导体为一个不带电的孤立导体，为此需要在球心处再加 


aP 


上一个的像电荷，因为 ， 可认为 q [, q f 2 又组成一个电偶极矩广= 

的像偶极子. 

因为广》^，所以近似可以认为两个像电偶极子都位于球心，即总的像电偶极矩 


P 


尸+尸"= 2二 P 


尸像 


这样问题归结于求 P 像对 P 的作用力 F , 在空间点 r 处产生的电势为 

< pir )^ 


1 尸像 


4ns 


3(r 像 ) r - r 2 P w 

4 ns ^ r 3 


处的电场五 ( r ) = - ▽列 r )= 


对电偶极子/^处 


re z ， 这时产生的电场 


r - 


视为作用在户上的外场 


a p 


E 


P 


ns 0 r 


KSnK 


P 在外场中的能量 


a p 


W=PE=- 


Tt£ 0 r 


则得它所受到的力为 


6a 3 p 

_ 

ns^r 


-6a 3 pP 

ne ^ r 1 


F =- VW =- 


1.109 检验两个点电荷间可能的 Yukawa 势的实验考虑 


距离为^的两个点电荷％与％，假定它们之间的电势为 Aq x q 2 t ~ Kr lr{Y ukawa 

势)而不是库仑势这里 A ，/ i ： 均是常数， K =0 \ 这时静电势的泊松方程将变成怎样 

的形式？给出一个检验 A ： 不为零的非实验的原理设计图，并给出设计的理论基础. 

解如果点电荷 A 与％之间的相互作用势为 Yukawa 势 Aq x q 2 t Kr /r 而不是库仑势，则 

静电势的泊松方程变为 


WM 1 
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▽ 2 多 + K 2 (/>~ 47lAp 

式中， P 为电荷密度.为了检验不为零的心考虑一个球形导体腔形式的法拉第屏蔽罩 S 把 
点电荷％罩在其中，且点电荷处于球心，如题图 1.109 所示.令七的位置矢径为 ro . 记源 

点和场点的位置矢径为和 r ， 利用格林定理有 
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J (… , # (^V-^ 7 V)*dS , 


我们选分为 S 内由％产生的电势 _ 由于％在^之外， 


VV + K 2 ^ = 0 


而选⑽格林函数 G ( r ，) 满足 


V 2 G = S(r - r f ) 


若 r 或 〆 位于5"上 


G =0, 


上面的积分方程中各项积分如下 


GV r 2 ^ dV f = - K 2 l G ^ dV f 


题图 1.109 


= | f7 a GdV f = \ ^S(r-r f )dV f = ^(r) 

Jv 

. d5, = 0 ， （因 〆 在 *S 上 ， G = 0) 

i f7 f y/ 6S f = <!>sS> Vy/ ， 6S’ = _s\ V fl y/dV f = (/>s\ S(r-r^dV 9 = ^S 

J S j S Jv Jv 


沴 .dsr=j) 


得到最后一个式子利用了导体等势条件卢 const = 也由 上面结果即得 

K 2 f G ^ dV r 

如果 A ：=0, 则有成 r )=^， 即在球形腔 V 内是等势体，因而％不受力.如果&0,则汾)将和 
r 有关，从而 £=- ▽成/知0,这样％将受不为零的力.因而通过测量％受力情况可以确定 K 

是否为零. 


♦ir ) = 心 + 


1.110 正方形导体管轴线上放一点电荷，管内电势及远处电力线图 


题 1.110 —长导体管，剖面是边长为 D 的正方形，如题图 1.110( a )，( b ) 所示. 一 个点电 

荷置于正方形中心，且远离管的两端.⑻确定管内各点的电势，把结果写成无穷级数的形式. 
( b ) 对远离点电荷的点，给出电势的渐近式 .( c ) 画出远处的电力线图（提示不要用电像法). 


e y 


(a) 


题图 1.110 


( a ) 电势的方程与边界条件为 
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Q 


V 2 g> = -^ S ( x ) S ( y ) S ( z ) 




= 0 


(1) 


9 


x^±D/2 


= 0 


<P 


y=±Z)/2 


Mz 作傅里叶变换 


y,k)= (pix.y.z^dz 


( 2 ) 


则式⑴变为 


2 


石 -k 2 y^k) = ——S(x)S(y) 


+ 


dx 2 dy 2 

^( x , y , k )\ 

歹 (x ， y,k)\ 


£ q 


(3) 


= 0 


x =±£)/2 


= o 


产士 Z )/2 


D 


D 


记 F ( f 2) 为在 jc = ± f 或 y = 时为 0 的函数构成的函数空间，在此函数空间中的一组 

正完备基为 


2 (2 m + l )7 uc . 2n f ny 

— cos 上 - sin -- 


l cos ( 2m ±^ cos ( 2m ： +1 ^y 


D 


D 


D 


D 


D 


D 


2 . 2nnx (2m r + l)ny 
— sin - cos - 


(4) 


D 


D 


D 


2 . 2nnx 2n 9 ny 


sin 


cos 


D 


D 


D 


在此函数空间中， SOcWOO 可展开为 

S(x)S(y) = ( — 

令 ^( x , y , k ) 为如下形式的通解 


2 


(2m + Dtu (2m- + l)n y 


Z 


(5) 


cos 


D 


D 


m ^=0 


(2m + l)nx (2m’ + l)ny 


^{x,y,k)= Yj K fc ) cos 


( 6 ) 


cos 


D 


D 


并把式 (6) 代入式 (3) ，利用式⑶即得 


(2m + l)nx (2m f + l)ny 


cos 


cos 


00 


4 Q 


D 


D 


z 


(7) 




2 


2 


2 


(2/71，+ 1) 




(2 m + 1) 


m T -0 


m 


+ 


D 


D 


利用积分公式 


ikz 


K 


e 


-Aid 


( 8 ) 


A<0 


dA:=-e 


2 


k 2 +X 


Jl 


最后可求得 
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(2 m + l)nx (2 m ’ + l)ny 


cos 


cos 


(2m+l) 2 +(2m , +l) 


2 Q 


D 


D 


Z 


( p { x , y , z ) = 


( 9 ) 


%£ qD m m f ^Q 


(2 m + 1) 2 + (2 m f + l ) 


( b ) 对远离点电荷的点，只需取的项就可以求得电势为 


迟 % 


办 Q 


%y 


( 10 ) 


9 = 


cos - cos 


e 0 nD 


D 


D 


(C) 设 z >0, 则在 Z»z> 时的电场的渐近表达式为 


^fllt 


d<p yJlQ 




7UC 


E 


0 sin — cos 
9 jc s 0 D 2 D D 


\[2n 


dip \flQ 


ny 


KX 


E 


* cos — sin 
dy s 0 D 2 D D 


y/ln 


2 Q 


ny 


E = 


COS —COS — 




因此远离点电荷的电力线如题图 1.110( C ) 所示 


1.111 两个取向任意的电偶极子之间静电作用力 


1.111 考虑两个距离为 d 的偶极子/^和朽，当它们的取向任意时，求它们之间的 

静电相互作用力.若/^平行于两偶极子之间的连线， 

求当二偶极子之间的引力为极大值时, A 所取的方向 • 

由题图1.111，矢量/•从广指向/>2, 把心产 


Pi 


Pi 


题图 1.111 


生的电场视为外场，它在广处的电场强度为 


3( P r r ) r - r 2 P x 


E,= 


Ans^r 


因此/^ 与尸 2的相互作用力为 

F = P 2 VE e 


5(P r r)(P 2 -r)r} 


{ 


[{P v P 1 )r + {P^r)P 1 ^{P 2 ^r)P l \- 


4ne„r 


当 /V/r 时，令 /Vr^P 2 n;osA 显然 A . 则/ ^ 与 P 2 之间的相互作用力为 

{ 一 3/}P 2 cos 沒 r + /\rP 2 } 


3 


F = 


5 


AkSqT 


显然当朱0°时，力 F 取得极大值，即此时 P 2 也与 r 平行，极大值为 


lilTiW 


2 ns 0 r 


负号表亦为引力. 
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1.112 两个电偶极子之间静电作用力 


题 1.112 已知一个偶极矩 P ^ P x e z 的电偶极子位于坐标原点 • 第二个偶极矩 Pi = Pie z 

的电偶极子置于： （ a ) 在轴上与原点相距〜或 ( b ) 在 + y 轴上与原点相距 r . 说明在题图 
1.112 ⑻时两个偶极子之间的力为引力，在题图 1.112( b ) 时为斥力.计算两种情况下力的 


大小 


P2 


Pi 


(a) 


题图 1.112 


解 A 产生的电场为 


r _ P x + 3/} cos 9 

r 3 4ns 0 r 3 4ns 0 r 3 


E' = — 


巧 ▽ 




尸 2 与 Pi 的相互作用能量为 


m 3 明 

47tf 0 r 3 4ne 0 r 


cos 2 $ 


W,=-P 2 E 1 = 


由此求得 P 2 所受力的分量为 


F 


dr 4ns 0 r 4ns 0 r 

1 dW e -3^ sin 6^ cos ^ 

lne^r A 


Pb 




d0 


(a) 6= 0 有 


3 桃 

Ine^r 


仏 = 0 ， F r = — 


负号表示为引力. 

( b ) 沒=兰，有 


2 


尸沒= 0, 


F 


4ne Q r 


正号表厅:为斥力 



1.113 在两个电势不同的导体平面间的电偶极子受力与等势面图 


1.113 —偶极矩为的电偶极子放在点 ( x Gv v G ,0)( jco >0，： yo >0) 处 . x =0 平面与 

y =0 平面为两个导体平面，它们之间在原点处有一缝隙隔开. * x =0 平面相对 y =0 平面的电势 
为 V Q . 设偶极子很小以致可以忽略它在两导体板上的感应电荷.在题图 1.113 中，过 z 轴平 
面为等势面. （ a ) 根据题图1.113,导出电势久 c ， y ) 的 

表达式. ( b ) 计算作用在偶极子上的力. 

解 （ a ) 由题图 L 113 可知，等势面是经过 

轴的无限平面，取极坐标后有 






于是拉普拉斯方程化为 


dV 


= 0 


d 汐 


解为 


2 V 0 




题图 1.113 


或写为 


2^ 




彡 ( U ) = 


ctan 


( b ) 电场为 




y 


E ― —V<j> = 


因此作用在偶极子 ( A ， 0, 0) 上的力为 

F=(P V)E = P — 


dx 


产 ; Vo 






一 2V 0 P X 


(4 + yof x + yof 


1.114 带电长导线对烟尘的吸引 


1.114 在一烟尘沉淀器中有一半径为圮单位长度带静电荷; I 库仑 ( C / m ) 的长导线. 
现有一无净电荷的烟尘，介电常 数为心 半径为《 •求： 这烟尘刚刚要与导线发生碰撞之前 
它们之间的吸引力.(假设 a «只)写出全部过程，并讨论这一力的物理机制. 

解由于可认为烟尘处于均勻电场之中，一个球形电介质在均匀外场中球内 

的电场为(参看题 1.74) 


m 


3^o 


E 


E 


s + 2 fQ 
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因此小球具有电偶极矩为 


3(s-s 0 ) £ — 4na 2 (e - e 0 ) 
s + 2 £q 


4 


E 


P ~—na 


外 


外一 


3 


e + 2 e 0 


极化了的烟尘在外场中的能量为 


2Tia 3 (s-s Q ) 

£ + 2左0 


五夕 2 卜 


评=-:厂 £ 外=一 


2 


导线外面是一个对称的二维径向场，因此 


A 


E 


外一 


2ns 0 r 


A 为线电荷密度，代入上式，可得 


(f - Sq 又 2 

2%€^{£ + 26 0 ) 




烟尘受力为 


{£- So ) a z X 2 

(s + 2s 0 )r 


F =- 


K€ i 


在烟尘刚要碰导线之前 ， r = R , 此时受力为 


— Sq )Q^ 

€qTI(£ + 2s q )R 


F =- 


负号表示是 引力. 这一力主要是由于电场的径向不均勻性产生的.烟尘在外电场中极化，相 
当于一个电偶极子，而电偶极子在外电场不均匀时，就将受到力的作用，这就是此力的来源 • 


1.115 具有电荷分布的流体电介质中的电势及压强变化 


1.115 —个半径为 a 的球，表面均勻分布有电量为 G 的束缚电荷，球体被均匀的 

流体电介质所包围，如题图 1.115 所示.流体的介电 
常数动 常数，流体中的自由电荷密度为 

p ( r )^- kV ( r ) 




式中彳 为一常数， V(r) 为 r 处相对无穷远处的 电势. ( a ) 
计算任意点处的电势.设 r — oo 时， V =0.( b ) 计算电 

介质中作为 r 函数的压强. 

解电势满足泊松方程 


VMr ) = -^ mr) 


( 1 ) 


考虑本题具有球对称性， V(r) = V ( r ) ,上式化为 


dV 


k 


d 


题图 1-115 


= - V ( r ), 


2 


dr 


dr 


令 V = ufr 有 


k 


d 


m 


( 2 ) 


u 


dr 




章静电学 


105 


式⑵的解分为两种情况 


k 


( a ) 当 A :>0 时，解为 《 = Aexp 土 


，于是 


—r 


e 


k 


A 


V 


exp 土 


—r 


€ 


由 r — oo , V = 0 的条件，指数解中只取负号解.并由边值关系，在球面上有 


dr 


€ 


可求得系数 A 为 


4 ns(aa + 1) 


A = 


式中 ， a = ^ kU . 由于球内无电场，其电势应为常数，即等于球面上的电势，故最后求得 


(a 〜 r) 


Qt a 

4 ne(aa + l)r ^ 


r > a 


(3) 


V ( r ) = 


Q 


r<a 


4 nas(aa + 1) ’ 


由于流体是稳定的，应有 


pn + n-T = cos st 


r 为麦克斯韦应力张量.若流体静止不动，此常量等于0,这时有 


其中 




T 


pe r = —e 


当找;定值时，有 


(W) 2 0 0 

0 0 0 
0 0 0 


£ 


T = DE —— ( DE ) I =- 


2 


2 


于是压强为 


( VV ) 2 =-- (1 + < ^ r )2 V 2 ( r ) 

2 r 


s 


(4) 


P = " 


2 


( b ) 当灸 <0 时， 设 j 3=- kf S ， 式⑵的解为 

V ( r ) = 


ifir 


— e 


或者写成实解为 


B 


V ( r)-—cosfir 


时 


并由 


r = a 


av 


<2 


ds = — 


dr 


e 


可确定 
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Q 


B = 


4 ne(fia sin + cos J 3 a ) 


故电势为 


Q cos fia 

4 n £( j 3 a sin fia + cos J 3 a)r 


(5) 


V- 


Q 


r<a 


Anea{Pa tan fia + 1)’ 


压强为 


s (/7 r + tan>gr + l ) 2 ^ /2 
2 ? 


( r ) 


(wr=- 


p = 




2 


1.116 三块金属平板组成的“双重电容器” 


块金属平板/\ P 〃如题图1_116所示竖直放置.板 P 质量为 M ， 可在 

p \ 尸"间自由地沿垂直方向运动.三个平板形成一个“双重”平 
行板电容器.设该电容器上电荷为 a 忽略所有边缘效应.假定电 
容器通过外接负载电阻放电，并忽略电容器的内阻.再假定放 
电足够慢以致系统始终处于静平衡态. （ a ) 求系统的重力势能和 P 
的高度办的关系 • ⑼求系统的静电能量与/ * 和《的关系. ( c ) 确定 h 
和分关系.⑹当系统放电时，外电压增加、减少还是不变？ 


1.116 


( a ) 系统的重力位能为％ = Mgh . 

( b ) 不妨设〃的间距都为 <板宽为《，长为/,在 A =知 
时， P 的上端与，、重合.将系统看成两个并联的电容器，每 

s Q a(J + h — Hq ) 


因此静电场能 


个电容器上的电荷为#2,电容 C = 


_ 


d 


题图 1*116 


量为 


q 2 d 


q /2 


^ C 2,£ qCi (1 + /i — /? q ) 


(C) 系统的总能量为 


q 2 d 


+ Mgh 


€ 


g 


2e 0 a(l + h-hQ) 

当电荷为 9 时，因为放电足够慢， F 将运动到一个确定的位置 / i 使板 P 达到平衡，此时系 


统能量最小，即=0,解得 


dh 


d 


+ /Iq — I 


h = q 


2 s 0 aMg 


所以&随9线性地变化_ 

( d ) 当系统通过/?放电时，减小， h 减小 ，此时有 





Mgd 


2 


e 0 a(l + h - hQ ) v 2 e 0 a 


d 


不随 g 而变，即 Vo 在电容器放电时保持不变. 


1.117 插入电介质溶液的平行板电容器在电池通、断情况下液面高度 


题 1 J 17 —电容器，由相距为 d 的两平行板组成，垂直浸入相对介电常数为 t 密度 
为户的介质液中.求下列两种情况液面升起的髙度： （ a ) 电容器与电池相通，维持板间电压为 
K ( b ) 电容器与电池断开，维持电荷为^详细解释此现象的物理 
机制，并说明如何把它用于计算中(可忽略表面张力和边缘效应). 

解电容器充电后，有吸引介质的趋势.当此静电引力与介质 
液本身的重力达到平衡后，介质就不再升高.如题图 U 17, 设办 

为板宽度，为板高度，电容器浸入液体的高度为 A 电容器中流 


体高出液面的髙度为 I 则该电容器的电容为 


C = e 0 As 0 ^ 


[(卜 l)JC + fl ] 

d 

( a ) 电压 V 不变，参考题 1.51 ⑻，电介质液受到向上的静电力为 

€ 0 ( k - l ) bV 2 


题图 L 117 


^0 = 


2 d 


平衡时， F 0 = mg ^ pghbd 9 故得液面升起的高度为 

g 0 V 2 (fe-l) 

2/^丁 


h = 


( b ) 电量 (2 不变，参考题 1.64( b ) 


Q 2 dC dQ 2 (k - 1) 

2 C 2 dx 2 s 0 b[(k - 1 )jc + a ] 


F = 


平衡时液面上升髙度为 


(k- 1)0 

^pgSQb^l^k — l)^r + 


h = 


1.118 插入电介质溶液的圆柱形电容器液面 


高度 


题 1.118 圆柱形电容器由一根半径为 a 的金属圆 

棒和一个内半径为&的长导体圆柱壳组成.系统的一端 
插入一介电常 数为仏 密度为 PW 液体中，如题图1118 
所示.在电容器上加电压 V 0 . 设电容器空间位置固定且 


题图 1-118 
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液体中不存在传导电流.计算液柱在圆柱管中的平衡高度. 

_ 

解设圆柱长为/，含介质部分长为 X . 略去边缘效应，可求得电容为 

_ 

. • 

2n[(s - s Q ) x + s Q l] 

In (办 / a) 

_ 

_ 

本题中电容器的电压维持 R 不变，参考题1.64,介质受到一向上举力 

Vq dC _ - £ q )Vq 

2 dbc 


C = 


TP — 

m 


In- 

a 


当此力与重力平衡时 


k (€-£ 0 ) Vq 


n(b 2 - a 1 )h 


=pg 


b 


In 二 


得液柱的平衡高度为 


(g-g 0 >Vo 2 

pgib 2 -a 2 )\n 


b 


1.119 静电力与压强的平衡问题 


题 1.119 在题图 U 19 中，中间极板带电荷能不漏气地沿壁滑动，该板两边空气 
的初始压强均为 po ，求该板处于稳定平衡时的 x 值. 


解首先,由于中间极板左右两边电位相等，因此可视三极板 
组成两并联电容 Q 和 C 2 . 当中间极板处于 x 位置时，并联电容器 


的总电容应由下式给出 


c = c x +c 2 


A 


A 


e Q (L + x) £ 0 {L-x) 

2AL 

€ 0 { l }- X 2 ) 


题图 U 19 


故系统的静电能量为 


1 Q 2 s 0 Q 2 (L 2 -x 2 ) 


W e =- 


4AL 


2 C 


中间极板可看为在静电场中的一带电荷 0 的分布，由功能原理，它受到的静电力为 


aw e q 2 s 0 x 


F e = — 


2AL 


dx 


显然 F >0, 表示它沿 jc 增加的方向 • 

其次，导体是良好导热体，因此中间极板移动过程可视为等温过程 * 设左右两侧对中 
间极板的压强为 Pi ， /?2，则有 


Po L 


PoL 


Pi = 


Pi 二 


L + x' 


x 
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当中间极板处于平衡位置时，静电力与左、右压力相互平衡，即 

% 

_ 

Q 2 £ 0 x 2Ap 0 Lx 
2AL L 2 


一 X 


则此解得平衡时中间极板的位置为 


4 M 2 

咕 2 


2 


x = 士 L 1 一 


1.120 温度 r 下球形导体带电的均方值 


120请观察离你最近的人，简单地，不妨假设他是球形的.给他一等效半径^ 
将他当作良导体.房间在温度 r 下达到平衡，并且是电磁屏蔽的，粗略地估计这个人带电 

量的均方值. 

解 一半径为及的导体球电容为 C =47 i £ b ^, 如果球带电荷，贝！1电能为 (2 2 /2 C ， 由能均 


E1J 


分定理 


」 q 2 =4ci^f 


Q 




2C 2 


取 /? = 0.5m ， T=300K ， 贝 !] 


=V4ti x 8.85 x 1(T 12 x 0.5 x 1.38 x 10 -23 x 300 
= 4,8xlO' 16 (C) 


L 121 绝缘导体球与无穷大导体平面间的电容和作用力 


⑻求 


题 1.121 —半径为 a 的绝缘导体球，球心与一无穷大导体平面距离为 Z , 设 z 

球和平面之间电容的首 阶项. 0>)当电容按 fl / z 进行幂级数展开时，求对首阶项的一阶非零修 
正.⑹当球带电荷为 a 时，求它和导体平面间作用力的首阶项.将球和平面完全分离需提供 

多少能量？将相距为&、带电为+2与 H 2 的两个此种球完全分离又需提供多少能量？试解 


释二者的区别. 

解 （ a ) 对首阶项而言，可认为导体平面与导体球相距无穷远，整个系统的电容即相 
当于半径为 a 的孤立导体球的电容，其值为 


C = 4ns 0 a 


( b ) 为求一阶修正，可认为空间电场由位于球心的点电荷 Q 及其对导体平面的镜像电 
荷- Q 所产生.沿球心至导体平面线土，这一电场大小为 


Q 


Q 




4ne 0 (z-h) 2 4n£ 0 (z + h) 


式中，&为点离平面的距离 
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Q 


Q 


v = 


Edh = 


4 ns 0 ( z - h ) 


4 ns 0 (z + h ) 


o 


Q 


Q 


1 -— 


4n£^a 


4n£ 0 a 


2 z 


于是 


Q 


4 ^0 1 + 7 


C 


= - 


2 之 


V 


所以一阶修正项为 2 nsoa 2 / z . 

(C) 当球带电荷 0 时，它和导体平面的作用力的首阶项即为相距为&的两个点电荷 0 

与-！2的引力 


Q 


F — 


16 n£ 0 z 


将球从 z 移到无穷远所做的功为 


Q 2 


Q 2 


dz = 


I 6 ne 0 z 


\ 6 ne 0 ^ 


而把两个带电为+2与 - G ， 相距 2 z 的导体球分离所需要的功为 


Q 2 


Q 2 




dr = 


= 2 W X 


Sne 0 z 


2z 4ns^r 


原因在于对两带电球而言，一球离开另一球时，另一球位置固定.而带电球离开导电平面 
某一距离时，相对像电荷距离已增加了一倍，所以前者做功为后者的两倍. 


1.122 电偶极子绕固定点电荷的运动 


题 1.122 —个具有固定长度的偶极子，在其两端各有一质量为 m 的质点，并且一端 

带正电荷+仏，另一端带负电荷-02,它围绕一固定的点电荷 +(2! 做轨道运动(偶极子的两极 
被约束在轨道平面内).题图 1.122 ⑻示意了对坐标 rAcr 的定义，题图 1.1220)) 则给出了偶 

极子两极至+0的 距离. ( a ) 用拉格朗日公式求出 (r jo ) 坐标系中的运动方程，当计算势能时 
可作近似 .( b ) 偶极子做绕的圆轨道运动，求出《坐标中的微 

振动周期. 


(a) 


题图 1.122 
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_ 


( a ) 偶极子与极轴夹角为(供《)，则偶极子绕自身质心的转动角速度为 W + 幻， 从 


而偶极子的动能为 


2m(r 2 + r 2 0 2 ) + -* 2mR^ (0 + d) 

(r 2 + R 2 )0 2 + mR 2 d 2 + 2mR 2 0a 


2 


2 


T 


—* 


2 


2 


同时偶极子的势能为 


1 Q1Q2 Q1Q2 

r+ 4%e 


V - 


r_ 


0 


而 


2 


2 


+ R ±2r/?cosa 


r ± = 


2 


R 


R 


l±2——cosa+ —— 


R 


1±2 二 


cos a 


R 


1 土 一 • 2 — coscc 


2 


=r±/?cos 


则 


1 1 _ 2R cos a 27? cos 

2 »2 2 

r+ r_ r -R cos a 


r 2 


故 


17 Q 1 Q 2 2Rcosa 

v = - 5 - 

4ne 0 r 


拉格朗曰 


L = T-V 


由 


d_raLV9L_ 

dn3rJ dr 


得 


QiQ 2 ( 2 2Rcosa^ 

47if 0 L r 3 J 


= 0 


2mr- 


Q 1 Q 2 2/? cos 
4ns 0 


( 1 ) 


— 0 


mr + 


3 


d dL) dL 

dtidO d0 


= 0 ， 得 


由二 


2m(r z +R 2 )0 + 2mR 2 d=0 


⑵ 


2 


R 


= 0 


0 + 


2 


+ R 
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鲁 


再由 


± dL)_dL 

dtida J da 


= 0 


得 


2/? sin a 


古十腿 

4ns 0 

( b ) 因产所以 r 为常量.又因卢 =0，a《l 即 sina»a, 则 

2 w/? 2 a + ^^ ~ = 0 

4ti£a r 


(3) 


2mR a + 2mR 


= 0 


故得 


01^2 


4ns 0 mRr 


微振动周期 


2 71 


471^0 


▲ 

= 2 n 


mRr 2 


T = 


Q\Qi 


1.123 大气的电场 


题 1.123 地球的大气层是一个电导体，因为它包含着被宇宙射线电离的自由电荷载体 
已知自由电荷密度对时间、空间为常值,且与水平位置无关. （ a ) 建立方程和边界条件以计 
算作为高度函数的大气的电场.假设表面电场不随时间变化且是竖直的，不因水平位置而 
变，大小为1 OOV / m . 可假定地面平坦. ⑻估计 电导率与高度的关系 .( c ) 求⑻中方程的解. 

解⑻ 由题意，电势方程为 


Pf 


▽V=- 


( 1 ) 


s o 


边界条件为 


dip 


( 2 ) 


= £ 0 = 100( V / m ) 


dz 


d<p 


(3) 


= 0 


扣 z 二 z 


式中，々为电离层厚度，约为 300 km . 大气层的分布情况如题图 1.123 所示 

( b ) 由 * 知 




v m = x 


2 


qE 


A = 


y/liui 


n-riQexp 


kT 


联合上面式子得 
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qpf 


exp 


<t — 


2mv \flTid 

即 crocexp ^ ， M 为空气分子质量，这里因为▽在大气中 


2 


kT 


«o 


Zc 


电离层 


kT 


变化不大 


( c ) 对式 (1) 积分得 


60 km 


E=- 


dz 


£ 0 


并且由式 (2)、 式⑶有 


地球表面 




题图 1-123 


C = —Eq ， Pf 






故可得 


E 0 


z + E q 


E = 


e 




z 


— 二 + 100 \e z (V/m) 


z 的单位为 km 


1.124 互相接触的铜板与锌板突然分离后的极大电荷 


1.124 直径为 5 cm 的两块平板，一块是铜， 一 块是锌(两块板都装有绝缘柄)，互相 
接触(题图 1.124( a ))， 然后突然分开.⑻当两块板完全脱离后(》 5 cm ), 估计每块板上的极 
大电荷. （ b ) Volta 在1975年做过上述实验.并测得电量为 10 _9 C 试与你的估计比较，并解 
释 其差别.⑹如果平板在分离之前如题图 1.124 ⑻所示 • 这样在分离后，平板上的电荷又为 


M 




多少? 


题图 1-124 


( a ) 两板接触时可当作平行板电容器 • 设其间距为 A 电势差为 V ，则平板带电为 
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2 




7lf 0 


2 


Q = CV = 

式中 ， d = 0.05 m ， 接触电势 V 〜1( T 3 V ，^10~ 10 m , 则得 

心 1.7x10 - 7 C 

( b ) 上述估计值大于 Volta 的实验结果 (《10_ 9 C ), 这是由于平板表面粗糙，其平均间距 
大于 10- 10 m , 其次是因为在分离过程中电荷会向平板表面尖点(由于粗糙引起)集中而致使 
部分电荷在平板间发生交换. 

( C ) 按题图 1.124( b ) 所示，接触面积小于情况 ( a )， 故相应分离后的电荷将会小许多. 


8 


1.125 电离粒子穿过电离室电阻电压的时间函数 


1.125 —电离室由一个半径为 a 、 长为 L 的金属圆柱面与一根半径为6的位于柱面 

轴的导线组成.圆柱面接一个负高压-%,导线通过电阻 R 

接地，如题图 1.125 所示.现给电离室充以一个大气压的氩 


fj 


气.一束电离粒子穿过电离室，其径迹平行于轴线，距轴线 
r = a /2, 它共产生了 W =10 5 个离子-电子对.定量地描述电 

阻两端的电压强 AV 与时间的函数关系.有关数据如下 

L =50 cm 


= lcm , 


IlMMl 


氨离子迁移率 


题图 1.125 


cm cm 




V 


s 


电子迁移率 


k=io 5 q 


v 0 =iooov ， 

(提示先计算系统的时间常数以作合理的近似). 1000 V 的电压不足以在导线附近产生 


倍增电离(也就是说这不是一个正比计数器》注意，脉冲上升段的波形细节很重要 


由 £( r )- d /= V 0 


以轴线为 z 轴，建立柱坐标系0,贫 z )， 则 ( r ， 找 z ) 点的电场£ 


oc —e 


b 


可知 


V 0 


( 1 ) 


E(r) = 


b 


rln— 


a 


设导线带电 <2 o , 易知 


Qo 


( 2 ) 


E{r)= 


e 


2ns 0 Lr 


比较上面两式，及电容 C 为 
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C = q q /V 0 = 2n€ 0 L/ln(a/b) 


= 2tcx8.85x 10' 12 xO,5/lnl — 


0.01 


= 6 xl ( T 12 ( F ) 


电路的时间常数 


/?C-10 5 x6x 1(T 12 = 6 x 10~ 7 (s) 

，故出=! 


1 dr 


带电粒子的迁移率 


E dt 


fiE 


dr 


ln(a/b) 


(r2-ri) 


At- 


V 0 


2/iVo 


Mo 


r \ n { aib ) 


对电子 


a 


In 二 


In 二 


2 


2 


b 


b 


a 


a 


-b 


At 


2m^V 0 4 


2 mV 0 

InlOO 

2x6x10 3 x1000 4 


2 


t = 9_6xl0 _8 (s) 


X 


对正离子 




In 二 


b 


2 


St 


2 


2/^+Vo 4 




2 


InlOO 

一 2 x 1:3 x 1000 4 

由上可见， Af _《/? C 《 Af +， 故电子从 r = a /2 漂移到阳极丝 r = h 的过程中，正离子可以 

看成在 r = a /2 处固定不动，且通过电阻 i ? 的放电也可以忽略不计.下面由能量守恒观点求 
在 KAL 时，阳极丝的输出电压 A 冲= 0为带电粒子穿过电离室的时刻).当有电荷<?在位置 
r 处时，它受的电场力为你，做位移 dr 时，电场力做功为碑 ‘ dr 时，电场力做功为 

^ dr = - d (( l /2) CV 2 ). gp CVdV^-qE dr , 因为△!/《％，故 因此 

CV 0 dV = -qEdr 
CVqAV — —q f E 'dr = —q 


3x1 


= 1_3x1(T 3 (s) 


V 0 


f 

Ja/2 


dr 


a/2 


rln 二 


b 


Vo 
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all 


a 


In 二 


b 


注意 


a 


In 二 


2 


b 


a 


2 


q - -Ne, 


MVo 2K2 
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a 


In 二 


2 


b 


a 


2 


一 b 


At 


2 


2 


MV 0 


所以 


1/2 


2b 


a 


At 


Ne 


AV-—In 


C 




0 ^ ^ 


当 仁 Al 时 


Ne 


2b 


In 


AV-—In 




b 


C 


a 


一 10 5 xL6xlO 

一 ~6 x 10 

= -2.3xlO' 3 (V) 
随后，上述电压通过电路放电，总的有 


-19 


In 50 


x 


-12 


In 100 


1/2 


1 1 


2 


50 


(V) (Kf <9.6xl(T 8 s 


= 5,86 x 10'" In 1- 


8 


9,6 x 10 


—8 


f >9.6 x 10 


AV = -2,3xlO~ J exp 一 


s 


6 x 10 

即及两端电压在内降至 2.3 mV ,而后随时间常数 /?(： 上升 到零. 最后，由于离子漂移很 
慢，它在电离室两极感应的电荷很快地通过及 C 电路放电，故对 AV 波形的影响完全可以忽 


略 


1.126 穿过金属薄箔的高能电子束产生的电场 


1_126有一束高能强电子束能垂直穿过一接地金属薄箔，束流从 f = 0时刻产生， 

电流/ = 3 x 10 6 A , 横截面积为 A =1000 cm 2 . 在束流产生 l ( T 8 s 时，计算邻近束流的轴心和在 

薄箔的输出面(右表面)上的/ > 点，以及由于空间电荷产生的电场. 

(=10 _8 s 时，薄箱右侧有一电荷柱，柱的横截面积为 A =1000 cm 2 , 柱的高度为 cf , 

即 3 xl 0 8 X l ( T 8 = 3 in (电子能量很高，近光 速). 柱中均匀分布有总电量为 

10 6 x UT 8 =-3 x 10 — 2 C 的电荷.薄箱左侧的电荷对 P 点的电场没有贡献(屏蔽效应) • 接地金 

属板的作用可用像电荷代替，该像电荷柱与上述电荷柱关于金属面成镜像对称，但带异号 
电荷，如题图1_126⑻ 所示. 下面先求一均勻带电圆盘在轴线上一点的电场，如题图 1.126( b ) 
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金属箔 


Q 


-Q 


p 


像电荷柱 


电荷柱 


⑻ 


题图 1.126 


势为 


2 


R 


R cr • 2nrdr 
4 狀。 J 。 ^Iz 2 +R 2 」 z 2 + R 2 


1 


ondr 


1 




9 p = 


na 


-z 


2 f 0 


4 ti £ 


o 


场为 


a =- 孕 


a 


z 


—1 


dz 


故右侧带电柱在 P 点的场为 


z 


2 


z +R 


2 


—dz 


h 


Q 




2 


-dz 


2 


2 


2 


2n€r,hR 


o 


z^+R 


o 


h 


-Q 


—h 


2n€ Q hR 2 


o 


-Q 


「 i - 

yj + — R _ h 


2 


2nSahR 


o 


总场 


Q 


2 


2 


R + k-^JR^+h 


E p = 


2 


ne^hR 


o 


一 2 


0.1 


—+3-J3 2 


3x10 


X 


ai 


n 


n 


12 


x 8.85x10" 


X JX —— 


71 


=1.42 xlO 9 (C/m) 
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1.127 静电直线加速器中的电场 


1.127 题图 1.127( a ) 是静电加速器中周期排列着的金属电极的一部分，每个电极的 
电压比前一个电极高 Vo . 该结构是二维的，即电极在 z 方向无限伸展，给出 l ： H < W 内的电 
场.⑻为了数学运算简便起见，假定电场沿 a 、 h 两点之间的直线方向是常数，且无 y 分量. 
这时《、&两点的电势有什么限制？在加速器中怎样具体实现这样的边界条件？ （ b ) 作为计 

算的准备工作，试用物理推理画出加速器内的电力线 •（ c ) 将区域 lykW 内的电势少(^)表 

_ 

示成拉普拉斯方程特解的无穷级数 .( d ) 求电场 


m 


□ V+Vq V+2K 0 V+3V 0 

1 二 1 1 」 1.. J 


2W 


□ B H H 


(a) 


V+3Vo 


L127 


( a ) 取如题图 1.127 ⑻所示的坐标系•④、 &间 的电场为常数且无: V 分量，说明印 
仏间的 电力线平行于 X 轴.用数学式表达，即为 


In 2n + l 


L 


V + nV 0 , 


x e 


2 


2 


g){x±W ) 二 


2« — 1 , 2n 




JCG 


2 


2 
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T 


2nL 2n + l 

2 , 2 

2n -1_ 2nL 


nV 0 + 


L 


xe 






U 


xe 


4 


2 


2 


L 


n = 0，±lv 

式中，奶 W 为一锯齿波，如题图 1.127(b) 所示.其周期为 L 的傅里叶余弦级数为 

<p 2 {Xj±W)dx 


= (p x {x) + <p 2 (x\ 


L 


00 


2mnx 


2 


2mn 


妁 ( x ， 土 = 

1/1=1 


XI cos 


cos 


L 


L 


0 


2(2n + l)jc 


cos 


x 


2 


2 


L 


(2n + 1) 

在加速器中要实现这种条件，要求电极^方向的尺寸远大于乙 

(b) 加速器里的电力线如题图 1.127(c) 所示(在这里只画出了两个电极间的电力线分布， 

任意两个电极间的电力线的分布形状都是相似的). 

( c ) 区域 I : v 丨< W 内的电势辦 x ， : y ) 满足如下的定解问题 


n 


n-0 


a 2 


2 


j) = 0 


dx 2 dy 2 


0(x y ±W) = ^(jc) + <p 2 (x) 


v 0 v 0 x 

a ^ m 

4 L 


，则的 c ， y ) 满足定解问题 


令 y/{x, y) = 0{x, y) + V- 


2 


a 2 


y/{x 9 y) = Q 


dx 1 dy 2 
y/(x,±W) = <p 2 (x) 

由于边界条件中的奶⑼是 x 的偶周期函数，周期为 l , 因此，此问题的解必是％的偶周期 

函数，故可取 


2/M7UC 


vU， y) = ^ 0 (y) + Yj 


¥ m iy) 


COS 


L 


rt=l 


并代入 KdO 的定解方程，立知 


2mn 


2tmt 

¥m^y) = a m sinh——y + fc m cosh 




L 


L 


再把咖， 30 代入边界条件中比较系数，立得 


2(2w + 1) 


sinh 


ny 


2(2n + 1) 


咖 ) 今 5(2n + 1) 2 sinh ^±l), w 


L 


TtX 


COS 


L 


L 


故 


W . 2V 0 
4 L 


Z 


0(x, y) = V 


+ 




2 


« =0 {In + 


L 
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2(2n + 1) 


2(2n + 1) 


sinh 


ny^cos 


L 


L 


(d) 电场五 =— ▽ 少， 


2(2n + 1) 


2(2n + 1) 


sinh 


ny* sin 


4oo 


4+ 丞 y 

L tcL 乙 


L 


L 


E x 






2(2n + 1) 


rt=0 


(2/j + l) sinh 


W 


L 


2(2n + 1) 


2(2n + 1) 


cosh 


Tiy sin 


4 V 0 


L 


L 


E 


E 


2(2n + 1) 


nL 


o 


(2n + 1) sinh 


nW 


L 


U 28 一个球形的航天器，接近一个铁质的小行星 


1.128 —个球形的航天器(半径为 20 m )， 接近一个铁质的小行星，小行星大致为球 
形，半径为 100 m . 假设航天器因为燃烧燃料带有电荷 Q = lO ^ C . 并且小行星为良导体. 
( a ) 用语言简要地描述航天器在着陆前和着陆后所受到的静电力 .（ b ) 考虑上述的情况，如 
果船员在距离小行星及》 100 m 的地方打算用一根电缆将航天器与小行星连接起来，则在连 
接后所带的电荷是多少？ （ c ) 在连接后，系统的静电势能的变化是多少？ 

( a ) 在航天器着陆前，由于航天器的电场将改变小行星表面的电荷分布，但总的 
电荷仍然为0,靠近航天器一侧的电荷吸引航天器，远离的一侧排斥，所以，航天器着陆 
前受到吸引力. 

当航天器着陆后，电荷将有一部分转移到小行星上，小行星带同种电荷.所以，航天 
器将会受到排斥力. 

( b ) 当航天器与小行星用导线连接起来，则航天器与小行星为等 势体. 设他们分别带有 
电荷&，仏，设无穷远电位为0,则航天器的电位 


a 




4ne n 20 


小行星的电位 


Qi 


c / 2 = 


AtiSq 100 

_ 

由于 CA = C/ 2 , 所以 50i = !22, 又由题设 + 02 = 0=10、：，这样求得 


Q =二 X 10 ^C, Q 2 =-X 10 "°C 

6 6 

(C) 连接前，小行星的静电势能为 0 , 所以系统的静电能为 

W=-QU= 


-12 


10 


(J) 


20 


2 


连接后，航天器的静电势能为 


10- 


(J) 


W l = 


Sns 0 20 x 36 
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小行星的静电势能为 


-12 


25x10 
Sns 0 x 100x36 


W 2 = 


(J) 


总的静电势能为 


1 CT 


w 9 = w l + w 2 = 


(J) 


Sn£n x 20 x 6 


连接后静电能变小，系统的静电势能减小为 


dw=w f -w = -1.9 X 10^( J) 


1.129 两个不同质量带同种电荷的点电荷的运动及系统的静电能和动能 


1.129 在真空中有两个带同种电荷的点电荷，质量分别为叫和吻，带电量分别为 
A 和办初始时刻两点电荷都静止，并且相距为 A 试求： ⑻ f 时刻点电荷仍，奶之间的距 

离 .(b) 分别求出 f 时刻系统的静电能与动能. 

(a) 在仁0时刻，仍与仍相对静止，则以后它们仅沿着它们的连线运动,所以问 
题可以简化为一维问题. 

假设 ❼沿; c 轴负方向运动，奶沿; c 轴正方向运动，它们之间的相对位置矢量 r 沿； c 轴 

正方向」时刻叭，奶的坐标分别为 h 和 A， 则巩仍之间相距为 Ix 广 jc 2 I. 由牛顿第二定理和 

库仑定理 


m 


4ns 0 r 

分1^2 

4rc£： 0 r 2 


m x x x = 一 


2 X 2 = 


上面两式相减得 


- h ——X 


r = x 2 -x 1 = 


4ne 0 r rn^ 


即得 


士 W 2 
■ 

4ne^r 


式中， w=m 1 w 2 /(AMi+/n 2) 为约化质量，下面求解该微分方程，令贝! | 


A 


因为 


A 


dr A dr - A 
一 一 


• * * J 

r = -^r^> rar = ^rar 


dr 


dt 


所以 


r(t) 


rU) 


A 


—r 


2 


代入初始条件 ^ =0 =0，r| f 


得 


a ， 
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« 


2A 2A 


A A 


dr = dt 


(t) = - 


—r 


r(t) 


r(t) 


2 


积分得 


-In 


2 


求上式反解可求得 K +)_ 

( b ) 两个相距为 r 的点电荷所构成的系统的静电互能为 


《1兮2 


Sns 0 r(+) 


而此时系统的动能为 


1 1 


1 


Ml 

A%£q 


Wm ^-^ 2 (0 = 


r{t) 


2 


所以 


^ Mi 

4ns 0 a 


即等于初始时刻的静电能，满足能量守恒 


1.130 悬挂在长铁钉与易拉罐间的橡皮软管受力问题 

_ 

将一个花园里用的橡皮软管平衡地悬挂在一根长铁钉与一个两端去掉的易 
拉罐之间，如题图 1.130 所示.这三个物体保持同轴并且相互之间独立 • 请问，在下列情况 
下，软管受到的力以及方 向：⑻ 铁钉上带有电荷 2 n ， 而易拉罐不带电荷 .( b ) 铁钉不带电 
荷，而易拉罐带电荷 Goi . ( c ) 如果在铁钉与易拉罐之间保持一个电压 △ V N0I , 则软管的受力 

又将如何(考虑适当的维数与介电常数)？ 

假设软管的相对介电系数为心铁钉长度为铁钉的半径、橡皮管的内外半径、 

_ 

易拉罐的半径分别为 A 


1J30 


巧、广 3 、 n 




软管 


软管 


易拉罐 


易拉罐 


铁钉 


铁钉 


]@图 1 .130 


( a ) 若铁钉带电! 2n ， 则在软管内 " 处，电场强度为 


0 N 


(r) = 


2ne 0 e r r - 1 


极化强度为 
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( £ r - 1)0N a 


P 2 ( r ) = 


2ne r r*l 


在软管内 r 处，电场强度为 


Qn 


五 1(0 二 


2nSrT • I 


o 


极化强度/ ^ = 0. 所以，软管的内表面极化电荷面密度为 

(尽— 1) Gn 


2ne r r 2 l 


故软管内表面单位面积受到向内的压力为 


is r - ml 

2ns 0 r 2 l 4Tt 2 f 0 ^r 2 2 / 2 


Qn 


同理，可以求得软管外表面单位面积受到向外的压力 

说(心- 1) 


Fi = 


4n 2 s 0 e^r^l 


所以，软管受到向内的合力为 


( g r - 1) 
4 n 2 € r , eh 2 


1 1 


2 


2 


0 


( b ) 若铁钉不带电，而是外面的易拉罐带电，则在内部没有电场分布，所以橡皮管受 

_ 

到的力为 0. 

(C) 设铁钉上带有电荷 2n, 若铁钉与易拉罐之间保持恒定的电势差 av noi ， 电势差为 

_ 

2nsJ 


Qn 


r 3 


r 4 


h 


In 


In 


+ ln 




+ 


NOJ 一 


2ns 0 s r l l r 2 


r 3 


0 


故 


2 丌左 o’A^noj 


△2 n 二 


r 3 


r 2 


r 4 


+ ln 丄 


+ —In 2 


In 




r 2 


r 3 


r l 


则软管受到向内的合力为 


( AV ^ OJ ) 2 


Q (G 一 i) 


2 


2 


rl 


£ 


In ^ 


r 2 r 4 


In 




h 




1,131 带电圆形薄片远处的电势 


1.131 半径为 a 的圆形薄片，电荷面密度为 cr = A : r ， 为常数 • 准确到电四极，求该 

带电体在远处的电势分布. 

圆盘的总电量为 


2 


3 


( 1 ) 


kr2nrdr ^ — nka 


Q = ads 




o 



电磁学与电动力学 


124 


由于电荷轴对称分布，该带电体的电偶极矩 P =0. 取 Z 轴过圆盘中心且垂直于圆盘.电四 


极矩 


D = 3 ax f x f ds 


由于电荷分布与 z 无关，分布的对称性，电四极矩各分量为 


D\ 3 =D 23 =£) 33 =Z)i 2=0 


3 nka 


D n = J cr 3 x ,2 ds = Jj 


3 kr 4 cos 2 0 drd 0 = 


⑵ 


D 22= D \\ 


远处的势为 


a 2 


Q 


炉 《 炉⑼ + 炉⑵ — 


Z D ij 


dx t dxj R 


4ne 0 R 24ns 0 


ka 3 


ka 


(1-3 cos 2 0) 


(3) 


6s 0 R 40s 0 R 3 


U 32 无限双圆锥间的电势 


1.132 如题图 1_132 所示，同轴理想导电薄片做成的无限双圆锥，内外锥电势分别 
为办和0,锥点 r = 0 处绝缘. 试求： ⑻两锥间的电势分布 .( b ) 当外锥为无穷大平面时，该 

平面上的电荷密度. 

如题图 1.132 所示，取球坐标系，圆锥轴为 z 轴•由 

于问题的轴对称性，两锥间的电势 A 方位 角办&关， 且根据 
本题的边界条件，它也与径向坐标 r 无关.所以，电势 ㈣ i 足 

如下方程 


U 


d 


d 


(1) 


sin0—q>{0)\=0 


sin 汐 d 沒 


d 0 


边条件 


( 2 ) 




<P $=o x = 0 , 


<P 




题图 L 132 


由式 ⑴得到 


d 


sin 汐 二 〆 沒) = 常数 


(3) 


de 


方程 (3) 的通解为 


G 


(4) 


^) = c 0 ln tan - +q 


2 


c 0 , ^为待定常数，由边条件可求得 


- </ j)ln tan (^ 2 / 2) 


% 


(5) 


^1 = 


o 一 


In tan(^j / 2) - In tan (0 2 / 2) ’ 


In tan (0 / 2) — In im {0 2 i 2) 


于是，锥间的电势为 
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In tan (沒 / 2) — In tan ( 沒 2 / 2) 
In tan(4 / 2) - In tan ( 沒 2 / 2) 


( 6 ) 




当迭 = 71/2 时，外锥变成无穷大平面，这时，势为 


In tan(0 / 2) 


(7) 




In tan(^ / 2) 


平面上的面电荷分布为 




⑻ 


~ £q 


rlntan(^/2) 

，这表示电荷集中在锥点处. 


de 


dn 


0^n/2 


显然，当 o 时， 




第 2 章静磁场和似稳电磁场 


2.1 载流圆柱形磁介质导线内外的磁场 


一磁导率为 P 的圆柱形导线载有均勻稳恒电流，导线的 

半径为及，求导线内外的 B 与好. 

解建立柱坐标系， z 轴为导线的中心轴线，方向为电流流 
动的方向，如题图 2.1 所示.因电流均勻，电流密度为 


2 


nR 


设空间点距导线中轴线距离为 r ， 安培环路定理给出 

好 _ d / = /( r ) 


题图 2.1 


L 为以 r 为半径， 圆心在 z 轴上的圆. 


当风时， I ( r )= I 9 有 


InrH^ 1 


从而得 


Mo 1 




r > R 


当 r </? 时 


Ir 


Kr ) = 


T^r J=-yr 


R 


故有 


Ir 


filr 


丑⑺ = 


B ( r ) = 


r<R 




e 0* 


2 nR 


2 nR 


2 . 2 载流圆柱形导体内外的磁场 


2.2 —个长的非磁圆柱形导体，内半径为 A 外半径为^通过稳恒电流试写出 
下列区域中的磁场：⑻空腔区域 ( r <«). ⑻导体内 ( fl < r < 的 .( c ) 导体外 ( r>H 

参考题2.1，建立柱坐标系.导体中的电流密度为 


J = 


n ( b 2 - a 2 ) 


通过以为半径的圆截面的电流强度为 


/( 广 一 《 ) 


/( r ) ^ Tc(r —a ) j ^ 


2 


b 


利用轴对称性与安培回路定理不难得到 
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( a ) B=0 9 (r<a ) ； 


/V 


e 0 ，(a <r<b) 


( b ) B(r) 




2nr b 2 - a 






2.3 三根载流长直导线空间磁场为零的位置及中间导线的运动 


题 2.3 考虑三根共面且具有等间距 d 的无限长导线，每根载有同向电流八且假设导线 
的半径趋于零 .（ a ) 给出磁场为零的两个空间位置 •（ b ) 画出磁力线 .（ c ) 设中间导线刚性地移 
动了一个很小的距离《办另外两根导线维持不动，试定性地描述中间导线的运动. 

解 （ a ) 由于三根导线共面，显然磁场为0的点应在此面上，设此点离中间导线距离 
为 X ， 则该点离另外两条导线距离为由安培回路定理，应有下式成立 

2n(d — x) 2nx 2n(d + x) 


其解为 


d 


x = ± 


V3 


d 


即磁场为 0 的点在中间导线与另外两条导线之间，距离中间导线为^ • 

( b ) 磁力线如题图 2.3 所示. 

(C) 当中间导线移动一小距离 X 时，它所受的力密度(单位长度的力)为 






2n(d + x) 2n(d- x) 


因，此力近似为 


一 M), 


nd 


题图23 


即力与位移成比例，因此中间导线在其平衡位置附近做简谐振动. 

振动周期为 


d 


T = 2n 


M) 


m 


M 为中间导线单位长度的质量 


2.4 载流直导线一段弯成半圆状圆心处磁场 


题图 2.4 


如题图 2.4 所示，一无限长导线载有电 

流为 /=1 A . 将其某一段弯成半圆状，半圆半径为 lcm ， 试计算半圆中心 O 点处的磁场. 

解显然半圆外导线对0点的磁场没有贡献 • 对半圆上任一线元，在中心0点的磁场为 


wmEi 
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Idl 


Mo 


dB = 


471 


方向指向纸面内.半圆线圈的总磁场为 


= \dB = ^\ n d0 

J 47cr Jo 


Mot 


B 


4 r 


代入数据，易得 0 处磁场大小为 


= 3、14 xl ( T 5 ( T ) 


方向垂直纸面向里. 


2.5 半无限长螺线管末端轴线附近的磁场径向分量 


2.5 有一个半无限长的螺线管，半径为/?，单位长度匝数为 n ， 载流 /• 求岀蜾线管 

末端、轴附近即 r < KR , 2=0处磁场的径向分量取(功)的表达式. 

先求螺线管轴线上的磁场.如题图 2.5 ⑻，轴线上点 zo 处的磁场巩 zo ) 为 

2 nR 2 nIdz 




B(Zo) = ^Io 


3/2 


2 


2 


+ (z- Zq) 


令 


z- Zq = Rtan0 


则 


dz = /? sec 2 Odd 


故 


71 


2 nR 2 nIR sec 2 0 d 0 

R 3 sec 3 6 




Mo 


2 


B(Zo) = 


2 




2te«/cos = — - 2wil sin 0 


Mo 

y 

4 n J - o 0 


2 


4 n 


- ff o 


而 




sin 2 6 q 


Rtand 0 = Zq ， 








2 


2 


2 


cot 2 +1 


R 


+ 1 


Zo 




，所以有 


sin Oq = 


yjR 2 + 


Zq 




yjR 2 + zl 

下面用高斯定理求化以高度为办0,半径为 r 的小圆柱面为高斯面，如题图 2.5( b )， 由 


2 


dS =0 可得 


2 章静磁场和似稳电磁场 


129 


题图 2.5 


[B z (zo+dz)-B z (Zo)] ♦ Ter 2 二 5 r (z 0 )27trdzo 


因为 r «/?， 故可认为氏 ( Zo ) 二 B ( z 0 )， 这样，由上式可得 


dB ( z 0 ) 


2 


= B T (Zo)^2nr 


dzo 


因此 


dB(^o) fd^nlrR 


BAZ 0 ) = - 


dz 。 4(/? 2 + z 0 2 ) 3/2 


2 


在螺线管末端处， Zo =0, 磁场的径向分量为 


Mo nIr 


B r (0) = 


4 R 


2.6 设计一个简单但精确的装置测量积分场 


2.6 如果你希望设计一个磁场以使带电粒子弯曲(可能你正在做一个分光计或是回 
旋加速器).你设计的磁场非常仔细，其横向的场强(垂直于带电粒子的运动方向)很均勻•然 
而，由于存在边缘场效应，磁场的纵向分布不很均匀 • 幸运的是，粒子的弯曲只依赖于 

设计一个简单但是精确的装置来测量积分场/ 

解释你的装置是如何工作的，说明你测量的数据与之间的直接联系.在该题中带电粒 
子的弯转半径远大于磁场的尺寸. 

解 使用一个霍尔探头，利用步进电机带动探头，沿电子的运动轨迹较缓慢运动，每 
前进一步分别记录该点的磁场值和它的位置坐标. 

i 

另解 拉一根柔软的导线，在导线的两侧安排较密的传感器，在导线上通过较强的电流 

dF =/ 

通过每个传感器所受到的力可以推算出该点磁场的 大小. 然后由每一个传感器所求出的磁 
场以及位置坐标可以得出积分磁场. 




Bdl ， 


Bdl ,所以你只需要检测积分场强 


van 


2.7 用亥姆霍兹线圈法测量永磁铁的磁矩 


2.7 测量永磁铁的磁矩 w 可以用亥姆霍兹线圈法.亥姆霍兹线圈如题图 2.7( a ) 所 
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示，由两个半径为/?的同轴线圈构成_线圈相距为2/?，磁铁被置于轴线中心处，试计算出 
磁矩为 w 的磁铁在一个线圈中产生的磁通量. 


(b) 


(a) 


题图2,7 


解如题图 2.7( b) 所示，采用磁荷法，取磁铁中心为坐标原点，则 w 在空间某点 P 所 
激发的磁场的磁感应强度为 






▽沴 


4n 


4n 


式中 


取柱坐标 




m 


m 


= rr + zz 


r +z 


rcos 沒 + '2, 沒是 iw 与 fl 在 jc-y 平面内分量的夹角，所以有 


则因为 


Uii 


mi 




rcos 沒 + 

( 7^?) 3/2 


M ) 


m 


zZ 


S(r， 象 Z ) = -#V 


▽彡 


r 




4n 


An 




^ V [^r + - 




a <9 


dz 


dr 


4 冗 


r 


这里卩与 p 方向的磁场对磁通没有贡献，而 s 方向的磁感应强度为 


rcos 汐 + 

azl (7T?) 3/ 


z 


f/i 


Mo 


B(r，0，z) = - 


4 


3m r zrcos0 

(r 2 +z 2 ) 5/2 (r 2 + z 2 f 2 

(r 1 - 2z 2 ) — 3m r zrcos0 


3m 7 


m 


Mo 


4n\ (r 2 + z 2 ) 3 ’ 2 


Mo 


m 


(r 2 + z 2 f 2 


4n 


所以磁通量为 
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(r 2 - 20 
(r 2 + Zo 2 ) 5/2 

r 3 - 2rz 

(r 2 +Zo) 


/ 

Jo 


Mo 


2 


2 


R 


Mo 


0 


dr 


5/2 


2 


o 


M ) 


Mo 


= 0.1768 


mi 


式中， Zo 为磁铁中心到线圈圆心的 距离； 方向的磁矩.由此可见， m 只有 z 分量对线 


^0 


圈中的磁通有贡献. 


2.8 开细缝的长直载流圆柱形导体的磁场 


题 2.8 如题图 2.8 所示，半径为的无限长圆柱形导体管壁(厚度可略)，沿轴向开一 
宽度为的无限长细缝.今沿轴线方向通以面电流密度）的稳恒电流.试求： （ a ) 导体管 
内的磁感应强度 .(b) 导体管外的磁感应强度 .(c) 细缝处的磁感应强度. 

解设想细缝处补上一线电流使整个圆 
柱流有均匀面电流.根据磁场叠加原理，空间 
的磁场可视为两部分电流分布产生的磁场之 
叠加，即完整的无限长圆柱导体管壁上的均匀 
面电流以及细缝处的反向电流所产生的磁场 
之叠加，取柱坐标. 

(a) 由对称性知，柱面电流在导体管内产 
生的磁感应强 度为叱 > 沿角向即％方向， 

与无关.再由安培环路定 理得把 〕 = 0 ; 线电 

流对导体管内磁场的贡献砣> 由安培环路定理得 


(0 


题图 2.8 


rsin0e x -(rcos0-R)e 


(0 _ "0 




2 


+ R 2 - 2Rr cos 6 

，而 fig 如上式给出. 


271 


(0 _ D (0 _L o (0 — »(0 


因而导体管内磁感应强度为 

(b) 由对称性知，柱面电流在导体管外产生的磁感应强度为故"> 沿角向即心方向， B [ 
与0无关 • 对于 r 处的磁感应强度 B ^( r ) 由安培环路定理得 


2 


2 


(o) 


^TlRj 

2nr 




(o) _ 


€ 0 = 


0 


线电流对导体管外磁场的贡献由安培环路定理得 


r sin 0e x - (rcosB - R)e 


(o) _ Mo 


aj 


2 


2 


+ R 2 -IRrcosO 


2 


r 


因而导体管外磁感应强度为 
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⑷ _ u(f) 丄 d(0 


r sin Oe x -(rcosO - R)e 


二祕 e 


Mo 


+ 




6 


r 2 + R 2 -2 Rrcos 0 


2 n 


( c ) 考虑圆柱外紧靠细缝的一点柱面电流产生的场氏=处/.细缝处的反向电流视为 


面电流，产生的磁感应强度 ，贝 1 J 


2 




2 


2.9 长直载流圆弧柱形导体对长直线电流的磁力 


2.9 题图 2.9 为一横截面图.半径为及的 
无限长导体圆弧柱面沿轴向(垂直纸面)流有均勻 
面电流，总电流强度为/，圆弧的弧度为 

20 0 (0 0 < 7 C ). 又在离轴线及的另一处有一同方向 

的无限长线电流，电流强度为/'，位于半圆柱面 
的对称面上./、 /' 均垂直纸面向外.试求线电流尸 

上单位长度所受到的磁场力 • 

取线电流上任意一点厂求半圆柱面上 

电流在该点产生的磁感应强度忍，如图选取坐标. 

由叠加原理和线电流磁场分布知丑沿力 y 平面 . b 

的分量如下给出 


题图 2.9 


0 


e 


cos —— 


% 


ju 0 id 6 
- o 0 2 nr {0) 




COS 一 




沒 0 




9 


2 


(1) 


e 


4 nR 




2 n - 2 R cos — 


2 


9 


B 


sin 


Mo 


/Ugidd ^ sin — 

I 

- o Q 2 nr (0) 


2 


2 O 0 


Oo 


9 




2 一 


( 2 ) 


0 


-^o 


2 n 2 Rcos — 


2 




可见此结果与〜的大小无关 • 

任取线电流厂上一个微段出，考虑它所受磁场力 dF . r 沿 z 方向，则线电流尸上单位长 
度所受到的磁场力为 


即有 B -— 


e 


攀 


4 tiR 


dF / f d/x 


d / 


dl 


(3) 




e 


4 tiR 
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2,10已知圆柱体轴线上磁场分布，求柱内的磁场及电流密度 


一 圆柱体内磁场5具有某种 分布. 已知在柱坐标下旱 =5 Q (l + ar 2 + y ^ 2 ) 
及均为常数)，且在轴线上 ( p 0) 满足式而％ sO . 试求⑻ 圆柱体 


2.10 


(其中馬 

内磁场5的径向分量艮.⑻圆柱体内电流密度/ 

解已知场的某种分布求源，这是电磁场的逆问题.本题已知磁场的 Z 轴方向和角向 
分量，可考虑由磁场高斯定理确定其径向分量.这样完全确定磁场后，即可由安培环路定 

理确定电流密度分布. 

⑻取柱坐标 ( r ， 么 Z ). 以柱体轴线为轴，取以髙为 dz ， 半径为 r 的小圆柱面为高斯面， 


由磁场髙斯定理得 


B 6 S = I B z ( r ,z + dz )2 nrdr - | B z ( r , z )2 nrdr + 2 nrdz * B r ( r , z ) 

dB z ( r ， z ) 


0 = 


2 nrdrdz + 2 nrdz - B r ( r , z ) 


dz 


= 2 fiB 0 znr 2 dz + 27 irdz • B r { r y z ) 


由上式得圆柱体内磁场径向分量为 


dB z ( r 9 z ) 


= - pB 0 rz 


它与多无关.当然也可由磁场高斯定理的微分形式得到. 

( b ) 由 ( a ) 知，磁场已完全 确定. 故由安培环路定理的微分形式即知圆柱体内电流密度分 


dz 


2 


布为 


— 1 9 民 dB z 

dz dr 




M 


Mo 


B 0 ( J 3 + 2 a ) re ^ 




Mo 


式中，&为柱坐标下的角向单位 矢量. 由上面结果知电流密度矢量7沿角向 


2.11 两个同轴的载流超导圆线圈运动时线圈内的电流及始末电磁能 


题 2.11 两个全同且同轴的超导圆线圈 I 、 n , 半径为/?,自感为 L , 位于水平面上彼 
此相距很远.从上往下看每个线圈均通以逆时针方向电流现把两线圈相互移近(平移)， 
直到无限接近(设线圈的厚度可以忽略)，如题图 2.11 所示.⑻试求此时线圈中的电流是多 

少?系统的始末电磁能量是多少？ （ b ) 将线圈 II 垂直轴线拉开/?，并沿其一条直径旋转 

试求此时两线圈中的电流是多少？ （ C ) 将线圈 n 沿其一条直径继续旋转并将线圈 n 沿 
其轴线移近线圈 I ,试证这种情况线圈 II 不可能无限靠近线圈 I . 
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◦ ◦ 


题图 2.11 


解 （ a ) 因为超导线圈的零电阻性，若穿过线圈的磁通量有微小改变，则感生电动势随即 
产生很大的电流用以抵消磁通量的改变.因此超导线圈具有保持磁通量不变的性质. 

线圈 I 、 II 相距很远时，相互间没有互感，穿过每一线圈的磁通量为 

= 02. = Lj = 0 

由前所述，线圈 I 、 II 中的这一磁通量的值将始终保持不变.将线圈 I 、 n 平行移动并到一 
起时，因为线圈 I 的电流激发的磁场磁力线也通过线圈 II ，因此线圈 I 、 n 的互感 m 等于线 

I 、 II 的自感1， M = L . 设此时两线圈中的电流为九 I ，九 n ， 由 

0 = Lj — Lj xl + A// lt n = L ( A，i + ) i ， u ) 

Lj = Lj i n + Mj x l — L { j x l + j i n ) 

由上面得 ) U + 乂 ， n =人这是对九 i 和九 n 的唯一约束，可见它们还有不确定性. 

初始状态线圈 I 、 II 电磁能量为 


(1) 


m 


( 2 ) 


2 


W 0 =~Lj 2 +-Lf=Lj 


(3) 


2 


2 


线圈 I 、 II 合并时电磁能量为 


+ 2 ^ n + Mji’iA 
=: ^Ou + jin + ) 


n 


2 


(4) 


2 




2 


= -Lf=-W 0 


2 


2 


( b ) 由对称性，线圈 i 中电流激发的磁场在线圈 n 中的磁通量为0,故此时两线圈的互 

感系数为零.由 、 


^=Lj = Lj XR 


^[=Lj = Lj 2 

得此时线圈 I 、 n 中电流为杞= j 2 ，n = J • 


I ， 


(c) (反证法)假设线圈 ii 可以无限靠近线圈 i . 线圈 n 旋转两个$以后，线圈回路的侧 

向改变，如果线圈 I 的平面方向为正侧，线圈 n 的磁通量 为-少 (从线圈 n 本身的侧向看， 
磁通量没改变)，这样两线圈的磁通量反号.假设线圈 I 、 n 合并到一起，此时它们的磁通量 
应相同.但靠近过程中超导线圈的磁通量应不变，原先反号不为零的磁通量不应相同.由此 
矛盾知线圈 II 不可能无限靠近线圈 I . 
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2.12 两相距很远的载流线圈间的力矩与相互作用力 


2.12 如题图 2.12 所示，两个半径均为的圆形线圈，载有等量电流 /. 当它们相 
距且它们的轴线相互平行，电流 

的方向又相同时，试求两线圈间的力矩与相 
互作用力.用它们的轴线与它们的中心连线 
的夹角0表示之. 

解由于 L » /?,所以两个载流线圈的相 
互作用可视为两个磁矩为 m=IA 的磁偶极子 

的相互作用，这里 A = 7 i /? 2 为线圈的面积.线 

圈1的电流在线圈2内产生的磁感应强度忍 


题图 2.12 


为 


-3(111! r)r 


m 


M ) 


=-么 ▽ 


471 


4 n 


而 m =/狀 2 为线圈的等效偶极矩.线圈1作用于线圈2的力矩是 


r)r 


A ) 


4 兀 


3n^oI 2 R 4 


sin ^ cos 


4L 3 


线圈 2 在线圈 1 磁场中的势能是 

f / —— 


Mo m i 


V-r 


un 


4 n 


Mo 


i V 3 


471 




Mo 


4 n 


按虚功原理得线圈 1 对线圈 2 的作用力为 




VU 


= — 


^2^) +l5 (m r r l )(m 2 ^r) 


UII 


M ) 


r -3 


4 ti 


15 cos 2 汐一 3 A 6 cos 沒 


^ i 2 a 2 


An 


TtMoI 2 R 4 


|^(9 cos ^ -15 cos 3 9 )z + (3 - 15 cos 2 沒 ) sin 办] 

这里 r = (0， Lsin 沒， Lcos 沒).同理可得线圈 2 对线圈 1 的作用力/^ 21 ，知 F2i = _ Fi2 . 但由上面 
F 21 表达式知当 cos 沒々0,且 r 不沿£方向时， F 21 、 F 12 并不沿线圈1、2的连线， 


4 L 4 



电磁学与电动力学 


136 




2.13 载流长气芯螺线管电场、磁场作为时间函数的表达式 


13 一个相当长的气芯螺线管，半径为\每米上 w 匝线圈，载有电流/ = ^111⑽. 

( a ) 写出作为时间函数的螺线管内部的磁场 B 的表示式 •（ b ) 写出作为时间函数的螺线管内 
外的电场五的表达式(设磁场在管外为零 )• 画图表示出电力线的形状，并画草图说明五的 

大小与离管的中轴线距离 r 之间的关系，取时刻 r = 

⑻螺线管内部，场强 S 处处均勻，指向轴向 

B ( t ) = jUQni ( t ) e z =外吨 sin cote 

ds 及轴对称性易得，时 


_ 


2 


dB 


^ <j)E - dl = — J 


( b ) 


dt 


dB 


£ • 2 nr = nr 


cos cot 


—— =nr 


dt 


故 


J^o 


E ( t ) = —^ n^eor cos 6 )t 


2 


> 办时 


9 

E • 2 nr = Tib • / jQni Q co cos cot 

2 

I 

-— ni Q o ) cos cot 
2 r 


b 


E ( t ) = 


或 


Mo 


r<b 


m 0 o)r cos o)te ^ 


2 




b 2 


r>b 


— m 0 Q)r cos 0 ) te 9 ， 


2 


当 r = ——时， coscot =^ 1, 有 


Mo 


r<b 


niQO)re 0 ， 


2 


[⑴ = 


b 2 


r>b 


， 


( a ) 


( b ) 


题图 2.13 
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_ 


|£|与 r 的关系如题图 2.13 ⑻所示.电力线为一些同心圆，时为最外层的圆，如题图 
2.13( b ) 所示. 


2.14 地磁场的地心小电流环模型 


2.14 如果假定地球的磁场是由地球中心的小电流环产生的，已知地极附近磁场为 
0.8 X 10"^，且地球半径 /? = 6 xl 0 6 m ，// o =47 Cxl ( r 7 H / m ， 用毕奥-萨伐尔定律求小电流环的 




磁矩 


毕奥-萨伐尔定律为 


Idl xr 


I 


—外 




4 n 


设小电流环半径为 a ， 如题图 2.14 知 

dfi . = dB - 


在地极附近， 


Z 9 


dB 


Z ， 因此有 


因 r 》 fl，r = 


z 


Mo Is 


.分 d / 


B -= 


An 


2 nz 


90 


为小圆环包围的面积 


式中， 


UOA 


小电流的磁矩 


Idl 


= he 


题图 2.14 


所以 


2nB.z 


Mo 


，化 =0.8 x 10 一 T 代入得 


以 2 = 7^6 x 10 


IM1 


8.64 xl 0 22 ( Am 2 ) 


2.15 平行板电容器获得能量速率恰为其存储的静电场能的时闽变化率 


2.15 在真空中，一电容器由两个平行的圆形金属 
板组成，金属板半径为 r ， 被分开一小距离土电流/对电 
容器充电.用玻印亭矢量证明电磁场供给电容器的能量 
速率恰为电容器中存储的静电场能的时间变化率.证明 
能量输入也为为两板间的电势差).假定外至板的边 
缘，电场还是均勻的. 

证明建立坐标系如题图 2.15 所示，当正极板上有 
电量 G 时，板间电场 


VI 


Q 


(、) 


E = 


nr e 0 
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因为2是变化的，故£也是变化的，从而板间还有磁场从由 


3D 


H 61^ 


6S 


dt 


及问题的轴对称性，可知 


dQ 


H • 2nr = 


ck 


故 


(~ e d) 


2nr 


和 


Q 


iQ 


S = ExH = 


( 一 O 


(—〜卜 一 


2 


2n 2 r 2 s Q 


2nr 


nr £ q 


故单位时间内，从边缘流入电容器的能量为 


iQ , 

nr 2 e 0 


2nrd = 


P = s 


而电容器存能的静电能％为 


2 


Q 2 d 

2nr 2 s 0 


1 


1 


Q 


: s qE 2 *nr 2 d-—s 0 


nr 2 d = 


2 


2 


2 


nr e 0 


dW e _ d ^dQ iQ 」 

- = - * - - - =--- U 

6t 2nr £ 0 dt nr 


因此有 


dW 


P = 


dt 


又因为 


2 


Qd 


Q = CV=^ r 


V 或 




2 


e Q nr 


故 


p = iV 

2.16 平行板电容器的磁场、电场及导线中电流与极板面电流密度同时间的 

函数关系 


题 2.16 —平行板电容器由题图 2.16 ⑻所示的两块圆板所构成.板上所加电压(假设连 
接导线很长且无电阻)为 V = VocoscdL 假定因而电场的边缘效应及减速效应 
均可略去 .（ a ) 利用麦克斯韦方程组和对称性确定区域中电场、磁场同时间的函数关系. ( b ) 
求导线中的电流及极板上的面电流密度同时间的函数关系.⑹求区域 II 中的磁场.注意横 
过板时， B 的不连续性与板上面电流有关. 

( a ) 因为 d « a ，可近似取 I 中电场为 £ (I> = Efe ,在时刻 f 取巧 


V 0 


(I)— 


—COS (Ot * 由 


麦克斯韦方程 
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(b) 


(a) 


题图2,16 


dE 




( 1 ) 


dS 


s dt 


(i) 


= 哎、，取 [ 为一圆心在二极板圆心连线上的半径为 r 的圆，则有 


和轴对称性，可知 




(I) 


2nrB 6 - = 


sin cot 


d 


故得 




(I) 一 


( 2 ) 


r sin cot 


2d 


( b ) 对上板极面，即区域 I 与 n 之分界面，设面上面电荷密度为〃，则有 


一 ^0^0 


(I) 


(3) 


CT ― 一 GqE 


coscot 


d 


故面上总电荷为 


仰 2 沾 


Q = na 2 a 


cos 0 )t 


d 


这个电量随时间而变化，这表明连接导线上应有交变电流通过，其电流强度为 


dQ 


hOi 


(4) 


d 


dt 


另外由于极板面上电量 （2 随时间不断变化，因此面上应流有面电流，如题图 2.16( b ) 
所示，此电流从板中心沿径向向各个方向流出，通过题图 2.16( b ) 中阴影部分所示圆环的总 

电流为 


d 


[7i(a 2 _ r 2 )crj 


= — 






n(a - r 


d 


因此得板上面电流密度为 


(a 2 -r 2 ) gQ V 0 ^ sin ^ g 


(5) 


a(r) = 


2dr 


2nr 


(C) 由麦克斯韦方程 
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(n) 


d / — 


(6) 


/的流动方向与回路 L 的绕行方向成右手螺旋关系，由式(4)，在时刻 L /沿 - z 方向流动, 
故由式 (6) 与轴对称性得 


寺 • 

= U# sin 餅 

2nr 


fj 


(n) 


(7) 


2dr 


在上极板上， B ( I ) 与 B (n) 间存在着如下关系 

(n) D (i) 


) = (B^-B^)e z xe p 
_ e 0 ^Q(a 2 - r 2 )V 0 w 


ni 




sm cote 


2dr 


联系式 (5) 其正好有 


(n) D (i) 


(B) 


Ul 


这正是磁场的切向边值关系 


2.17 充介质的平行板电容器的磁场、电场及从电容器侧面流入的电通量 


2.17 由半径为/?，间距为 d « /?的两块圆板构成的电容器内充满了相对介电常数 
为&的介质.电容器上加有随时间变化的电压⑻作为时间的函数，求电场 

的大小和方向.并求极板上自由面电荷密度(忽略磁场效应及边缘效应 ).（ b ) 作为离圆盘轴 

线距离的函数，求磁场大小与方向 .( c ) I 十算从电容器侧面流人电容器的电通量. 

解参考题 2.16. 


V 0 




(a) 五 = 」 ^cosG?te z ，cr = 土 

d d 


cos cot 


KeSoMo^o 


(b) 


r sin o)t 


2d 


(c) 在 p/2 处的能流密度为 


K ^ R smcotcoso>te 


S^-(ExB) 


2d 


M ) 


则通过电容器侧面(为一高为 < 半径为 K 的圆柱侧面)的电通量为 


nK e s 0 6)VQR 2 sin2o)t 


0 = 2nRdS = 


2d 


2.18 加交变电压的平行板电容器内磁感应强度及测量 

I 

2.18 平行板电容器的极板半径为/?,间距为板间电势差 V = V 0 sin ⑽.假 
定板间电场均勻，并忽略边缘效应和辐射 •（ a ) 求距离电容器 轴线 〆 r < 扪处 p 点的磁 

感应强度忍的大小与方向 . 0>)假如你想借助一段导线和一个灵敏的高阻示波器来测 
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量 P 点处的《，试画出你的实验装置图，并估算示波器所测到的讯号的大小. 


( a ) 参考题2.16, p 点的磁感应强度为 




B ( r , t ) = 


cos a ) te 9 


2 d 


( b ) 如题图 2.18, 将导线做成面积为 AS 的小正方 )))))j j 1 T n 

形，两端引出接到示波器上.把此正方形线圈置于 P 
处，线圈平面与电容器轴线共面.此时在示波器上显 
示一正弦波，测量共振幅与频率，它们分别对应电动 

势 e 与频率则由 kl =|#| 得磁感应强度大小为 


示波器 


dt 


题图 2.18 


B = 


coAs 


2.19 电子的漂移速率 


2.19 在载有 10 A 电流、横向宽度为 1 mm 的铜线中，电子的漂移速率是 l ( T 5 cm / s 、 

KT 2 cm / s 、10 3 cm / s 、10 5 cm/s 中的哪一个？ 

解是 l ( T 2 cm / s . 




2.20 导体中电子的平均随机速率 


2.20 导体中电子的平均随机速率是 10 2 cm / s 、10 4 cm / s 、10 6 cm / s 、 1 0 8 cm / s 中的哪一 




个？ 


是 1 0 6 cm/s 




2.21 两相交的载流圆柱体所包围的真空区域内的磁场 


2.21 题图 2.21 中的导体系统，其截面由两半径为6的圆相交 而成. 两圆中心相隔 

2 a y 图中阴影区为传导部分，设有阴影的透镜 

状区域为真空，左边的导体载有均匀电流密度 
J 进入纸内，右边的导体载有指向纸外的均勻 
电流密度设导体的磁导率和真空相同，求由 
两导体所包围的真空区域内任一点的磁场强度. 

解由于导体磁导率与真空相同，故而中 
空部分可看成充满同一导体并不影响导体系的 
磁学性质和磁场分布.因此我们可把中空部分 
看成通有反向的大小相等的电流密度这样 
一来，每个导体的电流分布都是柱对称的了. 
在各自的坐标分系里，由安培环路定律 


题图 2.21 
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Mo 


Jr x e 扒， r x <b 


2 


Mo 


<b 


^ r 2 e < p 2 ， 


h 


2 


由于 


=( 一 sin^rcos 灼 ) 


(—sin 炉 2 ，cos 炉 2 ) 




<p2 


可得 


一外 




2 


Mo 


J(~y2 e x +X 2 e y^ 


2 


利用坐标变换 


x 2 =x l -2a 

yi ^ y \ 


故 


Mo 


J ~y\ e x + ( 七一 2<a)e 


2 


在中空区域的场强为 


一叫 




x 2 - 2a)e 


2 


=一叫 aJe y 

即中空部分为均勻场，指向方向. 


2.22 薄圆柱带电壳体绕轴旋转时壳内磁场、电场、电能、磁能 


22 一 个薄的圆柱型带电壳体长为/，半径为仏/»«.壳表面的电荷密度为 cr ， 

此壳体以 (0 = kt 的角速度绕其轴转动，其中 t 为常数且 t >0\ 如题图 2.22 所示.忽略边缘 
效应，求：⑻圆柱壳内的磁场 .( b ) 圆柱壳内的电场 .(c) 圆柱壳内的总电能与总磁能_ 

解 （ a ) 选柱坐标系， z 轴为圆柱中轴线.在圆柱壳表面的面电流密度为 




或写成等效体电流密度= aomS(r — a 、 e 0 . 由本题的对称性可知 B = B z ( r ) e z , 则由方程 

V^B = ^ qJ 


可得 


dB 


= fi^acoad{r - a) 


dr 


由此解得 
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B{r) = ^aonae z . 


r <a 


另解 流过导体壳表面的总电流为 


I 二 acoal 


根据安培环路定理 


d/ = //o^ 

Bl = jd^acoal 


由此解得 


as 


= JUqCTO ) 


( b ) 由麦克斯韦方程 


a 


Js 


Edl ^=- 


6s 


题图 2.22 


L 为半径为 r 的圆，在圆上 £ 大小相等，方向 
沿圆的切向，即五 = e ( r )%， 从而％得 


ft^crakr 


E(r) = - 


r <a 


e ❸， 


2 


/^crakr 


W £ = I —£ Q E 2 dV 


Inrdr 


2 


2 


v2 


^< j 2 k 2 a 6 l 


7 C £ 


16 


B 


.na 2 i 


W B = 




2外 


nj^a 2 a 4 k 2 It 2 


2 


2.23 永久极化的圆柱形电介质匀速旋转时远处的磁场 


2.23 今有一个半径为 a 的长圆柱形电介质被永久极化，其每一点极化矢量的方向 
都沿径向向外，极化强度的大小与该点到轴的距离成正比，即少=夕(//2. ( a ) 求此介质内 

的电荷密度 .（ b ) 如果该圆柱以一个恒定的角速度⑴绕其轴旋转而同时保持极化强度 P 不 

_ 

变，求圆柱轴上远离两端处的磁感应强度. 

解 （ a ) 采用柱坐标， 则巧=夕，/2, 因此束缚电荷密度为 

p — — V . p =— 


1 d 


Por 




2 


dr 


+ 点，体电流密度为 


，对柱内 

j{r) = pv = pmxr = -p Q 


( b ) 


(re r +ze z )^-p Q (ore ff 


Po r \ ? 它 


另一方面，在圆柱侧面上，有面电荷分布，其密度为 


p=e 


2 


2 


产生面电流密度为 
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Po 


a 


2 


由于圆柱很长，当求离两端的轴上点的磁场时，可把此点视为原点而把圆柱视为无限长， 
则原点处的磁感应强度为 


(r f )xr f 


)(r，）x〆 


f a 

is 


Mo 


ds f 


dV r + 


B = 


4n\Jv 


V 、 S 为柱的体积与柱的侧面积.显然 r = 

j(r r )xr r 


-p o ^re 0 x(-r f e r - ze z ) 


rdrdOdz 


(r 2 + z 2 f 2 


zr 2 drdOdz 

(r 2 + z 2 f 2 


r drdOdz 

(r 2 + 




= _Pq 




Z 


V 


V 


由于对称性，第二项积分为 0. 对第一项作代换 

z 二 rtan /7 


则可得 


2 兀 


j(r f )xr f 


d 外 rdr 2 n cos fidfie 


= -2np 0 o)a 


类似可作面积分，有 


Po 


^e 0 x(-ae r -ze z ) 

(a 2 + z 2 f 2 

d0dz 

(a 2 + z 2 f 2 z 


— 


Wxr\_ f 


coa 4 f 

J s 


Po 


2 


= 2np 0 (oa 


由此可得远离两端的柱轴上点的磁感应强度 ^ = 0. 

另解当圆柱以恒定角速度绕轴旋转时，可以把圆柱看成无穷长的螺线管，则原点处 

的磁场是柱内体电流和柱面电流产生的磁场之和 • 

柱内体电流产生的磁场 


rd 


i = A ) 


—PoPo ① 




Z 


AjPo 伽 


2 


柱面电流产生的磁场 


PoPo ^ 


2=^0 


2 


则 


= 0 




由此可得远离两端的柱轴上点的磁感应强度忍二 0 
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2.24 永久极化的圆柱形电介质匀速旋转时的电场、磁场和电磁能 


一个半径为的无限长的圆柱体由永久极化的电介质制成.任意点的极化强 
度卩均与径向矢量 r 成比例，即 p = ar f a 为正的常数.该圆柱绕其轴以角速度 o > 旋转， 
o ) R 《 c ， 故本题是一个非相对论问题 .( a ) 求柱内外，半径为 r 处的电场 E .( b ) 求柱内外， 
半径 r 处的磁场 B .( c ) 在下面两种情况下，储存在单位长度上电磁能量为多大？ （ i ) 在圆柱 

转动之前； （ ii ) 在圆柱转动时.这附加能量来自何处？ 

( a ) 以柱体的轴为 z 轴，建立柱坐标系 ( r ，0， z ). 柱体转动的角速度 


2 


II 


， 柱内体 




电荷密度为 


p = — V + p = —▽ _ ( or ) = —2 fl 


柱面上的面电荷密度为 


( ar ) 


=aR 


p = e 




由卜 


= Q !£ q 及轴对称性易求得 


容易验证，柱上的净电荷为零. 


ar 


r<R 


， 




E = 




0, 


r>R 


( b ) 体电流密度 j _ = /?v = -2 fleyr % ，面电流密度 a = crv =咖/? 2 %.圆柱无限长时，由对 
称性可知 B = B { r ) e z . B 满足的方程与边界条件为 

= MoJy 


(忍2 -忍1 ) = 

分别是柱内外的磁感应强度.它们满足的方程为 


Vx 


X 


2 




a 碎 


2 


0 


— L = -ljUQacor, 






dr 


dr 


显然艮为一常数，由 r — o ) 时 B 2 应为0,可知此常数等于 0. 这样在/ '=/? 处的边界条件 


给出 


( B 2 ( R ) - B.m - Mo ^ R 2 




从而得 ( E ) = fj^acoR 


对艮的微分方程# = 在 A *-/? 的区间中积分，即得 

or 

B x { r ) = B X { R )-/ u ^ acoiR 2 - r 2 ) = ju ^ amr 2 


即最后得到柱内外磁场为 


j^acor e z , r <R 


0, 


r > R 


( c ) 下面求电磁能. 

( i ) 在圆柱转动前，只有电能，其总电能为 


/ 


《0 


E^dV 




2 


单位长度圆柱内储能为 
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\ 2 \e\ Rs -4^\ 

Jo Jo 2 ys 0> 


na 2 R 4 


dW e 


rdr = 


4 f 0 


dz 


( ii ) 转动时，电能、磁能都存在，电能与①同.单位长度的圆柱内储存的磁能为 


n^Qa 2 o) 2 R 6 


dW 


ro 2 ): 


rdr = 




6 


dz 


故单位长度总储能为 


dW dW e dW m na 2 R 4 ^na 2 a) 2 R 6 
-— ■ ■ + - - ^ + ■ ■ ■■ 

dz dz 


6 


4 f 0 


dz 


im 2 R 4 . 2 o ) 2 R 2 


4 f 0 


3c 


磁能是附加的能量，它来自使柱体从静止到转动外界所做的功 • 


2.25 载流同轴电缆中的电场、磁场及电感和电容 

2.25 已知一很长的同轴电缆由半径为拓的实心圆柱导体和半径为馬的外圆柱导 

体壳组成.两导体间一端接电阻，另一端接一电池.这样导体中流有电 流〗， 导体间有电 
势差 V . 忽略电缆自身的电阻 .（ a ) 求区域 

( b ) 求两导体间单位长度的磁能和电能 .( c ) 假设内导体中的磁场可以忽略，求单位长度的电 

感 L 和电容 

解⑻采用柱坐标系 （ r ， h ). 2轴取为电缆轴心， z 轴正向为内导体电流方向，由 
d / = /^ 及轴对称性即得 




R , 中亦即两导体之间的磁场 B 与电场 




e e 


2nr 


Q 


由 ♦£，ds 


用轴对称性即得 


^0 


A 


E ^ 


2ns 0 r 


r 2 


由两导体间电压 V ，可求出又 = 2 7^ 0 V / ln "； f ，于是 


Ri 


v 


E = 


rln^ 




B 


Mo 


可得单位长度的磁能为 


( b ) 磁能密度^ 




2 I 2nr 


2/io 
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M ) 


w„6s = 


2 nrdr 


dz 


^21 2 nr 


R 




4 n 




%五2 一 £ 0 
2 2 


V 


^ 可得单位长度电能为 


电能密度％ = 


rln 


dw 


tc^qV 

ln ^ 


w.ds = 


dz 


Ri 


UdL 
dz 2 \dz 


，即得单位长度的电感为 


( c ) 由 


dz 2 n R x 




V 2 , 即得单位长度的电容为 


dC 2 ns 0 

In 么 


dz 




2.26 均匀磁化介质球内外的磁场 


2.26 —半径为 a 的均匀磁化介质球，其磁 
化强度为 M . 求介质球内外的磁场. 

解采用等效的磁荷观点.设想磁介质分子中 
存在正、被磁荷，如电子的情形，未极化时正、负 
磁荷中心重合.而极化是通过其分子正磁荷中心和 
负磁荷中心分离实现的.设每个分子两种磁荷分开的位移为汉，分子“磁荷”为如，分子 
数密度为《，贝 IJSV 体积元内磁偶极矩为 


lj 


题图 2.26 




(1) 


i - ~ n ^V ' q m & 


S 


m 


Mo 


因而磁化强度为 


5 m 


( 2 ) 


=— q m n 8 l 


M = 


8 V 


"o 


同电子的情形类似，介质球的均匀磁化相当于两个带相反磁荷的均勻球体发生了一个 
位移.同样按磁场叠加原理得球内外的磁场强度为 
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r\<a 




3/ A ) 


a 


r\>a 


q m ndl 


3 M ) 


将式 (2) 代入上式换用 M 来表示为 




—— Af ， 


(3) 


a 


r\>a 


—— Af 


而磁感应强度 


2外 


r < a 


M ， 


(4) 


Mo a 


r > a 


M * V —, 


我们注意到介质球内的磁场是均匀场，而球外的磁场相当于位于原点的偶极子财激发的场 • 


2.27 均匀磁介质球放入均匀磁场 


2.27 —半径为 a 的均匀各向同性磁介质球，磁导率为 //. 现把它放入一均匀磁场 

中，求介质球内外的磁场 • 

把磁场暂时换用磁场强度好= 

Mo 

匀磁化.设磁化强度为 M . 由于磁化而产生的球内、球外的磁场分别记为心、 H ' mt . 球内 
磁场强度、磁感应强度、磁化强度分别为 


- M 来描述.磁介质球在均勻磁场中受到均 


M 


in = 外(好 in + Af ) = ， 


( 1 ) 


二一 1 






0 


in 


in ， 


in 


Mo 


这样由式 ( l ) 得 


由孖; n = 


Mi 








o 


in 


in 


Mo 


由上式解得 


3/ A ) 


( 2 ) 


H : 




0, 


0 一 


in 


in 


M + 2 Mo 


1+i A-l 


Mo 


而磁化强度为 


3(" - M >) 

M + 2 Mo 




(3) 


H 


0 


in 


Mo 


介质磁化在球外激发的磁场为 
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--- - - - 

M + 2 Mo 

球外磁场强度为 = H 0 + H f ont , 而磁感应强度为2 


r 

= M , H out . 这样得最后结果为 


HI 




(4) 


out 


3// 


0, 


M + 2 Mo 


(5) 


(忍 o. v ) 4 ， \ r \ >a 


3 


2.28 平行圆板电容器通过细直导线放电 


如题图 2.28 所示，一平行板电容器，由两块半径为 r 的圆板构成，两板的间 
W , d 很小 W « r ). 两板分别带电+ 和 - Go . 在时 

间^ = 0，用电阻为及的细直导线把两板的中心连接 

起来.假设电阻很大，由此在任一时刻两板间的 

电场保持均勻，且电感可以忽略 .( a ) 计算电容器各 

板上的电荷，表示成时间函数 .( b ) 计算穿过任一极 
板上半径为 P(P<r) 的圆环的总电流，表示成时间 

的函数 .( c ) 计算两极板间的磁场，表示成时间和到 

中心的径向距离的函数 . ⑹详细说明为什么只有方位角方向的磁场分量不为零 

⑻平行板电容器电容为 




题图 2.28 




ne^r 


C = 


d 


d 


导线把电容器两极板中心连起来后，电路方程为 


+ 

C dt 


Q 


= 0 


由此可知 


-t/RC 


Q = Qo c 

( b ) 由于电荷是均匀分布的，所以在半径为的环外总电荷为 


Oo ( r 2 ^ P 2 ) 


Q 




^ t/RC 


2 


2 


e 


r -p 




由此求得流人半径为的圆环的电流为 


Qp ( r 2 - p 2 ) 

r 2 RC ~~ 


一 t/RC 


dt 


而位移电流为 


~^Qo 


dD 1 dQ 
dt _ S dt 


IRC 


IRC 




nr RC 


Jd = 


2 4 




( c ) 由对称性知，两极板间的磁场沿方位角方向，且和方位角无关_应用安培环路定理 


得 



电磁学与电动力学 


150 


P 


2 npB 0 =^ o ( I - j d np 2 )^^ Q I \ 1- 


由此求得磁感应强度为 


P 2 )Qo 


Mo 1 


P _ Mo 


-t/RC 


B0 = 


1 


RC 


2 np 


(d) 为什么磁场只有一个 0 分量？为了求出在任 意点饩 /b，‘ Z() ) 上的磁场札和尽，这 
里 r Q ，％，Zo 是该点的柱面坐标.首先计算两端 AA 和以 2 电流在 P 点所产生的磁场.我们规定 

在“ +“），从在卜，％-“），电流方向沿矢径.么^和从产生的磁场为(为简单起 


见，假设 P 点在平面内) 


1 ^i^{r Y -r 0 ) 


八 a ] 

+ rsinOy + (z-Zo)z\ 


A 

oc (cos^x + sin^j;) x (rcos 沒 一 r 0 ) 

A — 八 八 A _ 

oc (cos - sin0y)x (rcos 沒一 r 0 )x - rsinOy + (z - z 0 )z 


和 


nrt txT 

因而 


i + B 2 oc 2 cos 汐 (z - Zq )( xxz ) 


二一 2 cos 0 (z — Zq)j 

a 

= -2 cos 0( z - Zq )0 

由此可见这两段电流在尸点产生的磁场分量札和尽等于 零. 若将这结果对 r 和0积分，并 
对两极板求和，则我们得到两极板产生的磁场.根据上述理由，可以断定磁场唯一的不为 

零的分量就是沿0的分量. 


2.29 /? C 电路中电容器内的位移电流、磁场及能流密度 


两个电阻札，/?2与一个电容器组成的电路 

如题图 2.29 所示.电容器由两圆形极板组成，其半径为 

b ， 间隔为 < 电源电压为 Vq . 当电路达到稳定状态时将 

开关 K 断开.求： （a) f 时刻电容器内的位移电流的大小 

和方向 . ⑻此时两极板之间的磁感应强度 B 的分布 . ⑹ 

计算从电容器中流出的能流密度. 

解 采用柱坐标系 (r， 艮 z). 

⑻电路达到稳定状态时，电容器极板电压 




题图 2.29 


^0 


v c = 


及1 +及2 


当开关 K 断开时，电容器放电，电路方程为 


R H q=0 


它满足的解为 
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巧 c 




放电电流即位移电流为 


^0 




R^nb 


I 


e 


dt 


R l +R 2 


电流方向为 Z 轴正向. 

( b ) 根据安培环路定理，在电容器内作一半径为 r 的圆，于是 


d 


也 二 "O’i = Mo 


b 


故两极板间的磁感应强度为 


v 0 :‘ 冗 〆 


Mo r 


e 


2nb 2 R x +R 2 


( c ) 电容器内电场强度与放电电流方向相反，故电容器中流出的能流密度 


Q 


S = E 父 


i-e z x e d ) 






cd 外 


2d 


RiVpr 

2ndb 2 (^ + R 2 ) 


R^nb 


2,30 两端接电阻、电池的同轴电缆的电场、磁场和玻印亭矢量 


一同轴电缆的两导体与一电池、电阻相连接，如题图 2 .30所示，试求区域 

r 2 表示 ,（ c ) 玻印亭矢 




/ i < r </* 2 中的： （ a ) 电场，用 V 、；!、 r 2 表示 .（ b ) 磁场，用 V 、/? 


厂 1 


量 .( d ) 对玻印亭矢量积分证明 /i < r < r 2 中通过的功率是 V 2 //? 


( a )、（ b ) 参考题2.25,有 


一 


y 


e 0 


2nr 


r 2 


rln 


r i 


mi ^ v / R , 故 


_ MoV 


2nrR 


题图 2.30 
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(C) 


V 


V 


S ^ E x H = E 乂 —= 


e e 


2nrR 


h 




rln ^ 


V 2 


r 2 


2nrRln^ 


n 


(d) 


V 


I 


Inrdr 


Sdc = 


P = 


2nR\n — 


n<r<r 2 


V 


R 


2.31 圆柱体近轴处的磁场及电流密度 


2.31 假定在正圆柱体的轴线上，磁场为 


= B 0 (l + vz 2 )e 


在柱 体中忍 的$分量为零 .（ a ) 计算近轴处磁场的径向分量 
B r (r t z) . ( b ) 若上述磁场对所有半径/■均有效，柱体内部的电流密 

度 J ’( r ， z ) 如何？ 


( a ) 考虑髙度为 dz ， 半径为 r 的小柱体表面作为高斯面 

d 5=0 及 r 很小，有 


S ，如题图 2.31 所示.由 


B z (r,z)^B z (0.z)m 


[B z (0, z + dz)-B z (0, z)] nr 2 + B r (r, z)2nrdz = 0 


故 


9fi(0, z) 


dznr 2 = S r ( r , z )* 2nrdz 


dz 


所以 


dB(0,z) 


d 


r 


[B 0 (l + vz 2 )] 


r 


B r (r,z) = - 


dz 


2 dz 


2 


= —vB Q rz 


( b ) 依题意，处处 


B r (r ， z) = -vB 0 rz 

B z (r,z) = B 0 (l + vz 2 )e z 


dB ^ = dB ^ 

30 " 30 


= 0 ，故有 


，注意馬=0, 


由） 


Vx 


Mo 
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1 

dz dr 


1 dB } 

Mo ^ 


J ( r 9 z ) = — 


e 


e 一 


Mo 


Mo 


2.32 正方形截面环形铁芯的磁化强度 


232 一 个环形铁芯具有正方形截面(题图2.32)，磁导率为 

//,绕有载电流/的 W 匝线圈 • 求磁铁内磁化强度 M 的数值 • 

由安培回路定理 


<M = NI 


得磁场 


NI 


H ^ — 


2 nr 


题图 232 


为离中心轴距离. 

磁化强度 M 与磁场的关系 


// 一 1 NI 


fiH 


B 


一 H = 


2 nr 


Mo 


Mo 


Mo 


2.33 C 形磁铁导线的匝数 


33 一个 C 形磁铁如题图 2.33 所示.所有的尺寸均以 cm 为单位.软铁的相对 
磁导率是 3000. 如果 /=1 A 的电流在空隙产生 0.01 T 的磁场，试问需要导线绕多少匝？ 

取回路 L 为 C 形铁正截面(一个边长/为 20 cm 的正方形)的边线，由磁感强度沿法 

向的连续性，空隙与磁铁中有相同的从因此空隙处的磁场强度为 A ,磁铁内的磁场强度 


Mm 


M ) 


B 


为一二，从为磁铁的相对磁导率的方向沿 L 的切向_由安培回路定理 


丑 d/ = M 


{Al-d) = NI 


d + 


Mo MoMr 

式中，扣 2 cm 为空隙 宽度. 所以 


d + 二 （41 一 d ) 


N = 


Mo 1 


Mr 


题图 233 


0.2 x 4 - 0 X )2 


0.01 


0.02 + 


3000 


4kx 1CT xl 

161.2( 匝） 
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即需绕162匝. 


2.34 C 形磁铁空隙中的磁感应强度 


题 2.34 已知一个电磁铁由绕有 AT 匝载流线圈的 C 形铁片 
(//》&)所构成，如题图 2.34 所示.如果铁片的横截面积是 A ，电 

流为/，空隙的宽度为 A c 形的每边长为/，求空隙中的5场 • 


题图 2.34 


N 1 陳 

却一 / /0) + 4/外 


B — 


2.35 设计在气隙中产生 1 T 的磁铁 


2.35 请你设计一块磁铁(使用最少量的铜)，使得在横截面积产生 0.1 T 的磁场，假 

定铁芯的磁导率很髙.计算所消耗的功率与所需铜的质量(已 
知铜的电阻率为 axH ^ n . cm ，它的密度是 8 g / cm 3 ,容许通 

过的最大电流密度是 1000 A / cm 2 )_ 磁铁磁极之间的引力是多 


m 


CDJb 


少? 


如题图2_35所示，由安培回路定理 

dl^—x + —(l-x) = NI 

Mo M 

式中， x 为气隙宽度，由于第二项可忽略.设铜导线 
截面积为 D = 1000 A / cm 2 , 则通过的电流强度为 


导线所消耗的功率为 


2 N(a + b ) 


p = i 2 r = i 


p 


s 


B 


= 2 ] pifi + 办 )— x 


Mo 


式中， P 是电 阻率、 代入已知数据，可得 


P =9_5 X 10 4 ( W ) 


设 d 为铜的密度，则所需铜的质量 


B 


= 2 N(a + b)Sd ^ 2 (a + b) —— xd = 3.8( kg ) 


JMo 


设 A = 是气隙的截面积，磁极间的引力公式 

x 10 5 ( N ) 


AB 


2外 
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2.36 圆环形软铁所留狭缝中的磁场 


题236有一个圆柱形软铁棒， 长为 L ， 直径为 < 被弯成一半径为的圆.其两 
端之间留有一狭缝，缝的间距 S ■沿棒的端面处处相等，且设现有 W 匝线 
圈紧绕在铁棒上，通以电流 /. 铁的相对磁导率为乂，忽略边缘效应，求气隙中的场 5. 

解因可认为气隙中无漏磁，因此气隙中的磁场 S 与棒中磁场一样.由 


可得 


MrMpNI 

2nR + (^ r -l)S 


B = 


2.37 带通孔的长带电圆柱的磁场 


题 2.37 题图 2.37 表示一半径为的无限长带电圆柱，孔径为 a ， 孔轴与圆柱轴 

平行，两轴相距为^圆柱中通有电流/， 

该电流沿截面均匀分布，并从纸面流出 .（ a ) 

求过两轴平面尸点上的磁场 . 0>)求孔内 

各点的磁场，它会具有特别简单的表达式. 

解 （ a ) 根据叠加原理，所求的场可看 


作半径为的实心圆柱产生的场和位 
于孔径处半径为 a 的实心圆柱产生的场 
Hi 之差.两圆柱电流沿截面均勻分布，总 
电流强度分别为 

n•9a 2 • I 


9 


=-/ 


= -/， 


A = 


h = 


题图 2.37 


冗 (9〆 一 〆) 


n(9a -a ) 

取圆柱轴为 Z 轴，正向由纸面向外，即电流/的方向； X 轴通过孔轴向右，: V 轴向上.这 


样 P 面相当于）;=0面.由磁场环路定理不难求得历和历为（令 


lx 


iy 


r<3a 


^2 y = 


^2 x ~ 


I6jta 


16tui 


9Ix 


9Iy 


r>3a 


H 2y = 


H 2x ^ 


\6n(x 2 + y 2 )' 


\6%{x 2 + y 2 ) 


I(x-a) 


iy 


^\y = 


r x <a 


H lx =~ 


I6na 


I6na 


I(x-a) 

I6n\(x-a) 2 + y 


iy 


H \y = 


^lx = ~ 


r x > a 


1671 (x-a) 2 + y 
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在尸平面上， H lx ^ H lx ^ MH y = H ly - H x 

1) 孔内 (0<: c <2 fl ) 


lx /( jc - a ) _ la _ I 

167ia 2 I 6 na 2 16 twj 2 I 6 na 


H 


2) 实心部分 (2 fl <; c <3 fl 或 —3 fl < JcC 0) 


) 


/(x ▲- 
167lfl 2 (JC_fl) 


I ( x - a ) 

16 tc (x - a ) 2 + y 2 


lx 


r m 


H 


I 6 na 


3) 圆柱外 (| x |>：^) 


I ( x - a ) 

167c ( x 2 + y 2 ) I 6 n ( x - a ) 2 + y 2 

(8 jc -9 a )/ 

\ 6 wc { x - a ) 


9 Ix 


H 


( b ) 孔内各点的磁场 (? i < fl ) 


__5l_ + _^_ = o 

167 ia 2 16 na 2 

lx I ( x - a ) _ I 

167ca 2 \ 6 na z 16 tui 


H 


H 


孔内磁场均匀，方向指向 y 轴的正向_ 


2.38 具一定电势的球在导电介质中的电流及远处的磁场 

2.38 ⑻半径为 r 的球电势为 V ,置于电导率为 o ■的电介质中 • 计算# 球流向无穷 
远的电流 .( b ) _有两球电势分别为 + V 、 0,球心位置 Jc = ±« M 》 r . 对于很远的 CR 》 W 与 

两球等距点(即 在只平 面)，计算电流密度 7. ( c ) 与 ( b ) 同样的几何位置，计算: yz 平面上与二 
球相距甚远点的磁场. 

( a ) 由欧姆 定律 ： J = aE ，令球带电荷则球面电势为 




Q 


v = 


4 ns 0 r 


故 G = 47 Cf Q W ， 从球内流向球外的电流强度为 


Q 


J dS =al E *dS = <r — = AncrrV 


£ o 


球面 


( b ) 因3»厂，可以把球看作一点电荷，设电势为 V 

的球带总电荷+0，电势为0的带 H 2. 取二球心连线为 X 
轴，中点为坐标原点，连线上任意一点(坐标为 X )的电势 


为 


Q 


V ( x ) = 


d + x 


4 ns 0 \ d-x 


题图 2.38 
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Q 


v = 


4 ns 0 \d ~x d + x 


d+r 


Q Md - r ) Q 


r (2 d — r ) 2 ns 0 r 


故 


Q = 271^ 0 ^ 


在 W 平面上，与二球等距的点是以原点为圆心的圆.由对称性，圆上各点的电磁场数 
值相等，因此不妨取此圆与 Z 轴的交点来计算(题图 2.38). 取圆的半径为/?， +Q 与 -Q 电荷 

产生的电场为五1、於，二者合成只有X分量，即 


Qd 


2 Q 


cosGe 


E = - 


4 n £ 0 ( R 2 + d 2 ) 


2 ne Q ( R 2 + d 2 ) 2 


则此处的电流密度为 


crQd 


Vrd 


J = ctE = 一 


( R 2 + d z ) V2 


lns 0 ( R 2 + d 2 ) V2 


X 


实际上， z 轴的选择是任意的，因此可推广到大圆上任意点，上式都成立. 

(c) 以上题大圆为回路 L, 用安培定律 

忍 dT = //of J^ds\ 


ds f = r f dr f d 0 r 


Vrdr F 

( r f 2 + d 2 ) 


疒 Z7C i* 

2nRB = -/^J^ d 叫 

= In/d^Vrcl 

即 B 沿回路 L 切向，从正 jc 方向看为顺时 针的. 


d〆 


3/2 


0 




因及 , 近似可得忍 = 


2.39 均匀带电的薄球壳绕一直径旋转 


题 2.39 一个电介质薄球壳, 半径为及， 以角速度 ® 绕 

一直径旋转.在球面上分布着均勻的面电荷它在球内 

将产生与似成比例的均勻磁场.假设球壳的质量可以忽略 

⑻求转动的球壳内外的磁场 • 0>)如果施加一个平 行于历 

的常力矩汉，问多长时间后球壳将转动？ 

解取球坐标系(题图 2.39) 以转轴为 z 轴，球壳上面 




239 


电流密度为 


= RacosmOe 


或写成等效体电流 


J=aS(r-R) 
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故得球的磁矩为 


OdOe 


r x JdV = nR crco 


sin 


2 


o 


球体积 


4tc 


4 


= — R^a 


roiii 


球的磁化强度 


=acoRe 


4 


— %R 


因球内外均无自由电流，用磁标势法 


▽ 2 奶= V 2 炉2 = 0 


边界条件为约 lo 有限，灼 L -^ o ， 在球面上 


3^2 3^1 

dr dr 


灼 I2U ， 


= -aRco cos 6 


用分离变量法 


< Pl = Tj a n r ， lP n ( COS0 ) 


灼 = Zh^( cos 汐) 


代入边界条件得 


,_ aR 3 co 

t?| ~- 


aRco 


a i = 


其他数均为0,得磁标势为 


- aR 3 


< Pi=~crR 


<Pi = 


3 


最后得球内外磁场为 


H l = -V^j =—— aR<oe 


2 


i=M H i +M)^-ju 0 aRG>e z , 


r<R 


3 


3(o>*r)r 

„5 


^- aR z 


= 外好 2 = — ▽炉 2 " 


2 


3 


4 


i ? 


Mo 


—ao)(3cos0e r 一〜)， 


r> R 


3 


未加常力矩 iV 时，系统总磁能为 


2 


5 2 


2 


B 




dV 


球外2外 


球内2外 


2外 


2 


(1 + 3 cos 2 0) 


〔夸 〜 )f 


2 


4 


7l/? 3 


- MqCfRo ) 


+ 




6 


2 pb 


2/A) V3 


球外 
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又 


(1 + 3 cos 2 0) 


471 


sin 沒= 


3 R 


故 


4n 


^ Q cr 2 o} 2 R 5 


9 


设在常力矩 W 作用下，经过时间 G 球壳停止转动，由能量守恒 

^为常数 


dW 


= Nco ， 


dr 


得 


W m 4n/jQa 2 0)R 5 


9N 


2.40 绕一直径旋转均匀带电的薄球壳激发的磁场 


2.40 —半径为的薄球壳，上面均匀地带有面电荷密度为 a 的电荷.球壳以恒 

定的角速度历绕一直径转动 .（ a ) 写出把球壳内、外部磁场相联系的边界条件 .（ b ) 说明 

满足这些条件的磁场在壳内为均勻场，在壳外为偶极子场.并求出磁场的大小. 

( a ) 设球内区域为1，球外区域为 2. 以转轴直径为 z 轴，球壳上面电流密度为 


JI 1 




= crRcasiaOe 


在球面上的边值关系为 


法向 


( 1 ) 


B lr = B 2 


切向 


( 2 ) 


M ) Mo 


式 (2) 可进一步写成 


(3) 


=R = ^acoR sin 0 


20 


( b ) 参考题 2.39, 球内外磁场为 


2 


(4) 


^-f^ao)Re z , 


r<R 




3(a>r)r 


= ^ crR 3 


(5) 


r>R 




5 


一 3 




由式⑷易见球内磁场大小为 


2 


( 6 ) 


孕 =二叫⑽ R 


Mo 3 (m r)r 


Un 


，故由式 


是一常数，故为均匀场.又因磁矩为的偶极子的磁场公式为 


4 兀 
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(5) 可知球外磁场相当于 


4 n 


(7) 


ran 


mi 


的磁偶极子场.由 e z = cos 办 r - sii ^ 化，把式(4)、式 (5) 改写成 


2 


( 8 ) 


j = — ^Qcro)R(cQS0e r -sm0e d ) 


R 4 


一 WT 


(9) 


—— (2 cos^« r + sin Oe 0 ) 
3r 


显见，式⑻、式 (9) 满足边值关系式 (1) 与式 (3) 


2.41 在球体内产生一个均匀磁场需要怎样的面电流分布 

_ 

如果要在一个半径为的球体内产生一个均匀磁场《，需要一个怎样的面电 






流分布? 


解类比于均勻极化球，可知均匀磁化球在球内的磁场是均勻的.设磁化强度为 M ， 
贝! I 面电流分布 A ,不妨让采用球坐标，则 


= cos Be r - sin 0 e e (n = e r ) 


故 


M (cos $ e r - sin 6 e e ) = Af sin 0 


又由磁标势法易知球内磁场 B = 参考题 240). 故 


3 B 


smOe 


2外 


2.42 均匀带电的薄球壳移去小圆截面的电荷 


如题图 2.42 ⑻，一个半径为及的薄球壳，带有切电荷，均匀分布在球面上， 

⑻从 球面移去一个小圆截面的电荷，圆截面 半径^ *《1求在孔处的球内、外电场•⑻将 
移去的截面还原到球上，使球以常角速度仿=岣绕 z 轴 转动. 计算电场沿 z 轴从到+» 

的线积分 .（ c ) 计算沿与 ( b ) 相同路径磁场的线积分 .（ d ) 如果球的角速度随时间 增加： 

计算电场环绕位于球心处的路径 P 的线积分.假定 P 包围平面的法向沿 + Z 方 




0)-0 ) Q +kt 


畢 


向，并且 P 的半径 


q 


，移去 


( a ) 在未移去小圆截面电荷时，球内电场等于0,球外电场是£ = 


4nSnR 


小圆截面的电场为 




2s 0 Sn£ 0 R 2 


q 


故在移去小圆截面后的球内电场与球外电场大小都是 


Sns 0 R 
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(b) 


题图 2.42 


由对称性可知 J 


( b ) 


(C) 由安培定律 


而电流 


— 抑0 


2 丌 


故得 




2n 


( d ) 如题图 2.42( b )， 在球任一圆环上的元电流为 


qo) 


sin 9d6 


dl^—dq = 


2n 


4 冗 


由毕奥-萨伐尔定律， d / 在球心 O 处产生的磁场为 

(Rsin6) 2 dl 


m 63 

%n 2 R 2 


Mo 


r = R 


OdOe ff ， 


Vii 


sin 


2 


[(J?sin^) 2 + (/?cos^) 2 ] 2 


球心的总磁场为 


卜 £5J> 3 驗 




6nR 


则通过路径 P 所围面积的磁通量为 


^r 2 coq ^qr 2 (o) 0 + kt) 


<f> = nr 2, B = 


6R 


6R 


故最后得 


d 卢 


E *61 =— 


6R 


dt 
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2.43 孤立导体球充电到 V 后令其绕一直径旋转 


题 2.43 —个孤立导体充电到电势 V ，球绕其一直径以角速度历旋转.求： （ a ) 球心处 

_ 

的及 ( b ) 旋转球的磁矩. 

_ 

解⑻参看题2_42,球心磁场为 


Mo^Q 


6tiR 


式中， Q 为球的总电荷；为球的半径，由 


Q 


v = 


4ns 0 R 


得 (2 = ^ ns 0 RV ,故最后得 


2 


= T £ oMo a) ^ 


( b ) 参看题2_39,球的磁矩为 


4n 


R 4 <T£oe 


7/ 


为面电荷密度，等于 


q _^y 

4tzR 2 ~ R 


故最后得 


4 


= — n£aR coVe 


2.44 均匀带电的薄球壳绕轴旋转时球心处的磁场 


电量 Q 均勻分布在半径为~的球面上，球内外均为真空 • ( a ) 计算全空间的静 
电能 . ⑻计算球面单位面积上所受到的电力.对于给出数值解答 .（ c ) 球 

绕其一直径以角速度历转动，计算球心处的磁场. 


2 


印 I 


⑻ W ^ J ^ 0 E 2 


Q 


dV = 


8狀 0 广 0 


Q 


球外电场为 


( b ) 面电荷密度 


售 


4 丌 € 


Q 


E = 


4ns^r 


球外表面单位面积受到的电力为 


aE 


Q 


f 


32n 2 £ 0 rQ 


2 


代入数据得 
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/ = 3.6x10 16 N/ 


[111 


( c ) 参看题2.42,球心处磁场 


m 03 

67ir 0 


2.45 磁导率为 / i 的铁制成的长中空圆柱体内的磁场 


2.45 —个长的中空圆柱体由磁导率为//的铁制成.将其置于与轴线垂直的均勻磁 
场 B 0 中. 假 设犰足 够小，以致铁未被饱和，认为 A 是常数.⑻画出圆柱体放入磁场前、 

后的磁力线 .( b ) 设圆柱的外、内半径分别是 a 和匕 求圆柱体内的磁场. 

提示 在柱坐标下，有 




1 d 2 d 2 

a 心 JW+P 

解⑻ 圆柱放入磁场前磁场是均匀的，磁力线如题图 2.45( a ) 所示.圆柱体放人后，磁 
场受到屏蔽，磁力线如题图 2.45 所示 ( b )， 


1 d 


d 


V 


* 


(C) 


(b) 


(a) 


题图 2.45 


( b ) 引人磁标势也因本题中无自由电流 ， iKvV = 0, 在柱坐标下，为 


a 2 d^_ 

drV dr) r 2 dO 2 dz 2 


a 


a 


l 


(i) 


^ = o 


因本题具有轴对称，.可令 


dz 


(/>(r,6) = R(r)S{0) 


则有 


1 d 2 S 

■ 令 

S d0 2 


d 2 R 6R 
- + /* - 

dr 2 dr 


1 


2 


2 


= 常数 


R 


从而得式 (1) 具有通解为 


卜 Zi( C m rm + ‘ r ，)(5 

m=l 

对本题还有价，<9)=阶，-(9)，故式⑵中不包含正弦项.把柱内、外空间分成如题图 
2.45( c ) 所示的三部分，它们的通解4都具有形式 


( 2 ) 


cos m0 + h m sin m9) 
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^ = Z( C im rm+ 4n ) COSw6> ， 

m-l 

首先对柱外空间区域，在 r — o ) 时， ^=-// 0 rcos^^oH = B 0 , 由式⑶得 


(3) 


/ = 1 , 2,3 


0 


=d 


= 0 , 


关1 


31 一一 


3m 


3m 


Mo 


即有 


d 


B 0 


31 


(4) 


cos 沒 


也 =— 




Mo 


^ 处的边界条件，有 


再由广 


a 






3 ^ _ .. 3^2 

― tj 

dr dr 

A # 八 


Mo 


(5) 


Mo 


dr 


dr 


r 二 b 


= d (/> 2 


H 0 

联合式(3)~式(6)，得联立方程组 


( 6 ) 


r~b 


to^L = J 


^21 


B 0 + 


" C 21+ -T 


^21 


31 


~ B 0 + 


= Mo c 2 l + 


2 


2 


a 


a 


(7) 


^21 


= A> c ii 


M C 2l 一 


2 


b 


21 


C 11 


21 


b 2 


以上还用了 ^0 时要求為有限，从而 


⑻ 


rf ii =° 


圆柱内磁标势完全由 c u 决定，由式⑺解得 


Afia 2 B Q 


(9) 


c ii =一 


2 




(/\ = c n rcos 0 


磁场 


气1⑽ 

- c_ - - - g 


1 




9 


dO 


dr 


- - c n (cos 9 e r - sin 9 e g ) 

= _ c ii e 


(10) 


z 


2 


4 //a 


o 


a 2 (M + M )) 2 — - M >) 办 2 
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当 " 》 外时 


4 


( 11 ) 




M 


b 


// 越大，磁屏蔽的作用越强 


2.46 均匀带电圆盘绕着通过圆心且垂直于盘面的轴以角速度 o 旋转 


一个半径为的圆盘上均匀带有电荷士该圆盘绕着通过圆心且垂直于盘面 
的轴以角速度仿旋转，如题图 2.46 ⑻所示.计 算：⑻ 圆盘中心的磁场强度 •（ b ) 如果圆盘 
不转，在边缘处要有多大的电流:才能产生与 ( a ) 中相同的磁场 .( c ) 当空中有一垂直于盘轴的 
磁场 B ， 如题图 2.46( b ) 所示，而圆盘绕着轴以角速度历旋转时，圆盘所受的力矩为多大？ 

( a ) 依题意建立坐标系，均勻带电圆盘可看作由许多带电环带组成，当圆盘以角 
速度仿旋转时，带电环带形成电流.环带电流为 


q 


eordr 


d / = 


tiR 


它在圆盘中心产生的磁感应场强度为 




2r 


由于各环带在圆盘中心产生的 dB 方向相同，故圆 
盘中心的磁感应场强度为 

2%R 2 ^ 2nR 


( b ) 圆盘不转，边缘处电流在中心产生的磁感 

应场强度为 




2R 


( b ) 


故边缘处电流为 


⑻ 


2RB coQ 


题图 2.46 




( c ) 参考 ( a )， 环带电流产生的磁矩 


2 =^- r 3 dre 


q 


cor6r 


dm = 


R 


nR 


总磁矩为 


^- r 3 dre 


2 


= _qo)R e 


4 


o R 


故圆盘所受的力矩 


—— qa)BR 2 i 


Uli 


4 
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2.47 共轴的圆柱形线圈之间的互感 


2*47 真空中，一个『=1111，/=1111的面数为100圈的均匀圆柱形线圈，在它的中心 
与其同轴有一个 r = 10 cm ,/ = 10 cm , 匝数为10匝的小线圈，计算这两个线圈的互感. 

解设外线圈通过电流 A ， 它在线圈中段产生的磁感应强度 


■ 




1 = / A > 


由于内线圈的所以可以认 为负磁 场均匀通过内线圈，从而得到通过线圈的 
磁通量为 






^12 = N2^l^2 ~ /4o 


所以得二线圈的互感为 




^2 


7ir 2 2 « 39*5(| iH ) 




2.48 旋转的圆线圈与小磁体 


2.48 一个半径为的圆线圈绕其直径 PQ 以角速度®匀速 转动. 在线圈中心沿 PQ 
方向放置一个小磁体，它的磁矩为 M . 试求在尸点(或0 _ PQ 弧中点之间产生了多大 

的感应电动势. 




与球心相距 r 处，小磁体产生的磁场为(题图 2.48) 

„ ^\ XM ^ r)r M 


An 


p 


设乃2中点为 C . 凡：弧上任意一点的速度1^=历/?8111^ > ，尸 、 C 

点之间沿弧？？的电动势为 

J (vxB)^dl 

二 R(We 


6 


£ PC 


c 




o 


cos 0e r — sin 0e $ 


e 


沒， 


e^%e 


e 


e 〜 xe 


e 一 


汐， 


Q 


有 


RM sin 0 


Mo 


{2cos0e e + sin 0e r ) 


题图 2-48 


4 itR 


故 


// qMg ) 


Mo^_n 

4tiR Jo 


2 cos 0 sin 0d$ = 


€ pc = 


4 tiR 
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2.49 位于两长直载流导线平面内的线圈中产生的感生电动势 


dl 


2.49 两根无限长直导线相距为太载有大小相等方向相反的电流/，/以；的变化 


dr 


率增长.一个边长为 d 的正方形线圈(题图 2.49) 位于导线平面内，与一根导线相距 A ( a ) 求 
线圈中的感生电动势 .( b ) 感应电流是顺时针还是逆时针方向？请说明理由. 

( a ) 载流 J 的无限长直导线在与其相距为 r 处产生的磁场为 


A ) 7 


Bq = 


2 nr 


所以与线圈相距较远的导线对线圈的磁通量为 


广 W 

Jid 2 nr 






2 n 


2 


方向指向纸内.与线圈较近的导线对线圈的磁通量为 


\ 2 d d^L 

J d 2 nr 


Mo Id 


ln2 




2 n 


方向指 


方向指向 纸外. 所以总磁通量少=负-兩= 
向纸外.感应电动势为 


2 


2 n 3 dt 

( b ) 感应电流产生的磁场应阻止磁通量增加，即其磁通 
应指向纸内，由右手定则可判定感生电流为顺时针方向. 


d 0 


dl 


dt 


题图 2.49 


2.50 相距 2 a 的通电无限长直导线与其间半径为 a 的圆环的互感系数 


2.50 在题图 2.50 中，两根无限长导线互相平行，间距为载有电流 /. 在两导线 
组成的平面内，有一半径为 a 的圆环位于两线之间并与导线绝缘 • 求圆环与直导线之间的 

互感系数. 


U 




在二导线之间，距一根导线为 r 处的磁场为 


MoH 1 


B ( r ) = 


— + 


2 


2 n 


r 


_r 


因此通过圆环的磁通量为 


1 


-( a - r) 2 dr 


2 


6 S = 2 


+ 


o 2 


2ci _ r 


r 


上面积分化成 


令 JC = 


a-r ， 


题图 2.50 


\yla 2 -x 2 dx 


1 


x 




= Ifi^Ia 


arcsin — 
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故互感系数为 


0 


M = — = 2/ JqO 


2.51 离开长直载流导线的矩形线框中的电压表读数 


2.51 如题图 2.51 所示，无限长直导线沿 + z 方向有电流 /. 一 个矩形线框上接有电 

压表 V ，并以速度 B 沿径向离开载流导线.请指出电压表的正极端, 

并把电压表的读数用 n 、 『 2 和/表示出来. 

在径向距离^■处的磁场为 


U 




B = 


2 nr 


方向垂直纸面向里，则矩形框中的感生电动势(即电压表的读数)为 

^qM( 1 1 


V — < b ( uxB )*6 l = 


题图 2.51 


2 


h r i 


电压表的端为正极端 • 


2.52 圆柱铁芯产生的矢势和磁场 


2.52 有一个由薄层叠成的长圆柱铁芯，半径为 0.1 m ， 均匀地绕以导线，线圈在铁 
芯内部激发一均勻的磁通密度 B ⑴ = isin (4000 Wb / m 2 •⑻ 求每一圈导线上的电压 • ( b ) 在 


0.1 m 处，求铁芯产生的矢势 A ( r ). ( c ) 在 r >0_ lm 处，求铁芯产生的磁场风 /， r ). ( d ) 在 
< 0.1 m 处，求铁芯产生的矢势 A (/， r ). 


( a ) 加在每一圈上的电压必须能克服该圈上的感生电动势*因此电压为 


V = 一 s = 


dt 


dt 


= 400 R 2 cos (4000 
= 4 cos (4000( V ) 

⑻以铁芯的轴线为轴线， r ( r >0.1 m ) 为半径作一圆路径，由对称性，在此圆上 A ( r ) 

■ 

处处相等，且指向切线方向(与电流方向相同)，由 = B 得 

A * d / = 


dS 


对于长螺线管，管外 ( r >0.1 m 诏= 0,故 


nR 2 =0.01 sin 400/ 


d5 = 


且 


2 nrA ( t ^ r ) - 0.01 sin (400 r ) 


sin (4000 ( Wb / m ) 


r )= 


200 nr 
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⑹在 r >0.1 m 处，铁芯产生的磁场为零(当然，更精确地，在螺管外有一很小的磁场 


沿着 (b) 中所作圆的切向，其大小 为#， /为线圈的电流强度平行于铁芯轴向的分量.通常 


2 nr 


这项很小，可以忽略不计) 

(d) r<0.1m 时，因为 


2 nrA ( t 9 r ) - nr 2 B = nr 2 • — sin(400,) 


所以 


A ( t , r ) - — sin(400/) (Wb/m) 


2 


2.53 圆环所留狭缝中的磁场和线圈的自感 


2.53 在一个半径为 10cm、 截面面积为 12cm 2 的铁环上均匀地绕有1200匝绝缘导 

线*环上有一气隙宽度 lnun. 铁的相对磁导率为700,并假设与磁场强度无关，忽略滞后现 
象： （a ) 当有 1 A 电流通过线圈时，求气隙中的磁场 .(b) 计算该线圈(带芯)的自感. 

解参考题 2.36 

MqNI 

2 nR — d 




= 0.795(T) ； 


(a) B = 


+ d 


Mr 


=1.14(H) 


(b) L = 


2.54 分开一定距离的同轴二线圈互感 


两个单匝线圈如题图2.5 4 所示放置，求此二线圈间的互感系数，假设办《 

解因为有 &« a， 所以大线圈在小线圈处产生的磁场可近似视为在大线圈轴上的磁场 




a 


2{a 2 + 7f Fl 


式中，/为大线圈中的电流.则通过小线圈的磁通量 


M ) 


id ) 2 


12 一 


2(a 2 +c 2 ) 3/2 


因此得互感系数为 


y 12 一 %^a 2 b 2 

2 ( a T + c^) 


M n = 


3/2 


I 


2.55 密绕的探测线圈的磁通 

题 2.5S 有一个密绕的探测线圈截面 4cm 2 , 匝数为160,电阻为 50 Q. 线圈与一内阻 
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为 30 D 的冲击电流计相连.当线圈很快地从平行于(指截面的法向) 一 个均勻磁场的位置转 
到垂直位置时，电流计示值为 4 Xl ( r 5 C . 问磁场的磁通是多大？ 

解在 Af 时间内，线圈从磁场平行位置转到垂直位置，由于&很短，因此有 

i ( R + r ) 


A 彡 






At 


Mq = iM ,所以总的磁通量增量为 


△彡= q(R + r ) = BAN 


所以磁通密度 


(R + r)q (50+ 30) x (4 x 10 一 5 ) 

4 x 10] x 160 


B = 


-0.05( T ) 


2.56 分开一定距离的同轴线圈相互作用力 


2. S 6 有两个半径为和6的同轴线圈分开距离 A 分别载流4和4_假设 a »& ( a ) 

互感等于多少？ （ b ) 两线圈的相互作用力等于多少？ 

解 （ a ) 参看题2_54,二线圈互感为 




njUQa 2 b 2 

l ( a 2 + x 2 f 2 


M 


12 一 


( b ) 把载流小线圈&看为一偶极子，其磁矩为％ =_故小线圈受力为 


dB a nfiQa 2 b\i b 


3 x 


F = 


m 


( a 2 + x 2 f 2 


dx 


2 


如果两线圈的电流同向，则为吸引力，反之为排斥力 


2.57 轭铁缝隙中的磁场及线圈内的损耗 


57 一 直流电磁铁由 N 匝线圈紧绕在车胎上的轭铁构成，从轭铁上切下一薄板形 

成一气隙，如题图 2.57 所示. 辄铁半径为 fl 、 匕 缝隙宽 W . 铁 
的磁导率为// ， //很大为 常数. 线圈由半径为 『， 电阻率为 P 的 


导线 绕成. 做好后的磁铁两端加有电压 V . 为简单起见，假设 
T bla 》\ Aalr 》\, 推导下列诸量的表示式： (a) 缝隙中的稳定 

磁场 .（ b ) 稳定时线圈损耗的功率 . ⑹电压 V 变化时线圈内电 
流变化的时间常数. 


题图 2.57 


( a ) 稳态时，由 ▽ 4=0及轭铁处处有相等的截面， 


d / = M . 可得 


可知轭铁中 B 为常数.由 


B 


B 


— {2 nb - W ) + — W = NI 


Mo 


M 


故 
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NlMoM 


Nimi 

juW /LiQ2nb + fJW 


B = 


又 


V 


V 


Vr 


R 


2 a pN 


故缝隙中的稳定磁场 


MMoVr 2 

2 ap( 2 nb/iQ +W /u) 


B = 


( b ) 稳态时线圈损耗的功率 


P = IV = 


2 a pN 


( c ) 线圈自感 


N /io/ma 

jUQlnb + ^tW 


NBna 


L = 


故时间常数 


N 2 ^/ma 

L /jQ 2 jzb + juW 

R pN 2 na 


N jj^fianr 

2p(^i 0 2nb + fJW) 


2.58 电流随时间均匀增加的长螺线管中的电场和磁场 


2.58 一个长螺线管，单位长度上线圈的匝数为 n ， 若电流随时间均匀增加，即 i ^ Kt . 
( a ) 求 f 时刻时，螺线管内的磁场(忽略推迟效应 ).( b ) 求螺线管中的电场.⑹ 考虑一 长为“ 
半径等于螺线管半径且与螺线管共轴的圆柱体.求单位时间流进该柱体的能量.证明它等 


于1 W I ,其中 [ 为螺线管单位长度的自感 


dr 12 


( a ) B = fd ^ nKte z , 

( b ) 根据麦克斯韦方程 


5 ^ r 


1 8 


- ir( rE e)~Tir =^Mo nK 


DxE =- 


8(9 r 


8 r 


dt 


r 


故螺线管中的电场 


/JfynKr 


E —— 


e e 


2 


蘭 K 


S -Ex 


( c ) 


rte T 


2 
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畢 


故单位时间沿&方向流进柱体的能量为 


dW 


= 2 nrlS = jlIqVh 2 ^ 


dt 


V 为柱体体积.因为螺线管单位长度的自感为 

L = /j^/n 


则立即看出 


dW 




= / JqVh K t = - 


dt 


dA 2 


2.59 长方形线圈绕轴在随时间变化的磁场中旋转产生的电动势 


2.59 考虑一个长方形线圈宽为心 长为 b ， 以角速 度仿绕 轴转.一个均勻随时 

变化的磁场 B = S Q sin 你垂直于线圈々0时的平面，如题图 

2.59 所示.求线圈内的感生电动势.证明它的变化频率是 

的二倍. 


271 


解通过线圈的磁通量为 


5 = B 0 ab sin cot cos mt 


1 


=^ B 0 ab sin 2 a>t 


2 


故感生电动势为 


d 於 


s = ———= - B 0 aba ) co % loot 


dt 


显然它的变化频率为 


题图 2.59 


2co 


—= 2 


2 n 


2 


2.60 矩形线圈以常速度进入磁场所受的力 


一个大小尺寸为 a 、 b ， 电阻为的矩形线圈以 
常速度进人磁场5,如题图 2.60. 用已知参数写出作用在线圈 
上力矢量的公式. 


2 


X X X X X X X ^ 

Xxxx X X X x 


由于线圈运动，切割磁力线，使线圈中产生感应电 


题图 2.60 


动势 


s = vBb 


它在线圈中产生电流 


vBb 


R R 

电流沿逆时针方向流动_根据安培力公式，线圈受力为 
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vB 2 b 2 
R 

负号表示力的方向与 V 的方向相反，即对线圈运动来说为阻力. 


F =_IBb = - 


2.61 在磁场中外力作用下运动的导线的速度和电阻中的电流 


2.61 —个恒定的力作用在质量为 m 的滑动导线上，导线从静止开始，在均匀磁场 

B 的区域中运动.假定无滑动摩擦且环的自感可以忽略 .（ a ) 计算作为时间函数的导线的速 

度 .( b ) 计算作为时间函数的通过电阻的电流，电流方向如何？ 

解 （ a ) 在均勻磁场中运动的导线切割磁力线，在其上产生感应电动 = 为在 

磁场中导线的长度， V 为其运动速度_导线的运动方程为 




B 2 l 2 


dv 


二= F — 


dt 


R 


其解为 


B 2 l 2 


RF 


v(0 = 


+Cexp -^ 


B 2 l 2 


RF 


，故最后得 


当 >0 时 ， v = 0, 求得 C = - 


B 2 l 2 


b 2 i 2 


FR 


v(0 = 


1-exp — 


B 2 l 


( b ) 电流 = 

K 


，故有 


B 2 l 2 


F 


- — 1-exp 


R 


Bl 


2.62 导线在变化的磁场中沿金属线滑动回路中产生的电流 


2.62 如题图 2.62 所示，在磁场中，有一弯成 P 角的金属线 AOC 导 

I 

线在初始时刻 r =0 时，从; c =0 开始以勻速 V 沿金属线 滑动. V 的方向和 0 C 平行并垂 

直于又已知金属线与导线 MiV 之间没有接触电阻，且它们的单位长度电阻均为 
常数，等于 p . 试求任意 f (>0) 时刻回路中的感应电流. 

解 变化磁通量产生感生电动势.本题中磁通量的变化由两部分贡献， 导线撕 运动 

切割磁力线以及磁场本身随时间的变化 • 现求磁通量少，取绕行方向为逆时针方向■在^ 
处取一宽为如、长为： V 的面元必.在此小面元内磁场 B 视为均勻的.故元磁通量 

dS = Bydx ； f 时刻，运动到说讨处，回路总的磁通量为 


m 


d 0 = 


B 0 x f y f e at dx f 
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畢 


由几何关系得 y = i f tanp ，故 


= f tan (pQ at x a 6x 9 = — B 0 tan <pc at x 

Jo 3 


0 


(1) 


-B 0 tampv 3 t 3 c at 




这样按法拉第电磁感应定律得任意时刻感应电动势 


d 0 


1 


—— B 0 tan <pv 3 (3t 2 + at 3 )e at (2) 


€ 








dt 


若 ^<0 ，则表示电动势方向与设定的绕行方向相 


反 


此时回路中电阻为 


R = (vt + vttan<p + vf sec <p)p = vt(l + tan 炉 + sec<p)p 


(3) 


按欧姆定理得回路中的感应电流 


题图 2.62 


— B 0 sin <pv 2 (3t + at 2 ) 
R 3p(l + sin ^7 + cos 炉 ) 


€ 


at 


(4) 


2.63 均匀磁场中绕轴旋转的铜环角速度变化所需时间 


2.63 如题图 2.63 所示，一铜环绕一垂直于均匀磁场取)的轴线旋转(铜环截面半径 
办远小于环半径 a ). 其初角 速度％ 很大,可认为在一个周期内角速度出变化不 太大. 求历由 

叫变为叫斤所需的时间(已知铜电阻率 p = 1.6 xlO _ 8 Q ‘ m , 质量密度 p m =8.9 xl 0 3 kg / m 3 , 

磁场大小馬= 0.02T). 

_ 

解铜环在磁场中旋转，产生感生电动势，从而有焦耳热损耗_这使得铜环的转动动 
能变小，从而转速仿逐渐变小.设铜环的角位置为# = #⑴，则转动角速度为通 

过铜环的磁通量为 




sin p{t) 


0 m = 


从而铜环中的感应电动势 


题图 2.63 
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吨一 


o)B 0 cos j3(t) 


dt 


设铜环的电阻为疋及=，则焦耳热损耗功率为 


ef n 2 a A a) 2 BQ 


cos 2 Pit) 




R 


R 


，由此得转动动能为 —1(0 


环转动惯量为/=士 


，故 


2 


2 


4 


n 2 a 4 co 2 BQ 


d r 1 


cos 2 Pit) 


( 1 ) 


= 一 p —— 


dA 4 


R 


式⑴确定了 随时间变化的关系 _ 如前所给出，其中历和月之间满足对式 (1) 


我们没法作精确求解，因而只能采用近似方法.因为环转动角速度很大，转动动能比起环 

转动一周的焦耳热损耗要大很多，环转动一周后转动角速度和转动动能都基本上不变.我 
们可以将式 (1) 的左边用环转动一周的平均值 代替； 而在求这一平均值时又可认为转动角速 

度不变 


7^芦卜 2 岭—今5 0 2 1 


2 


2 


m 


cos 




2 


R 


表示对其中的量取平均.这样 


式中， 


•> 


_ # 


n 2 a^o) 2 BQ 


d 1 


2R 


dfU 


由此式解得 _) = ® 0 ^ //r ，其中 


2 鮮 4pp m 


1 


R 


2 肪 Vm 


(nB 0 a) 2 (nB 0 a) 2 

式中， S 为铜环的截面积_ r 即为 < y 由％变为叫 / e 所需的时间，可见它与铜环的几何尺寸 




S 


无关.代入已知数据得所求的时间为 


4x1.6x10^x8.9x10 


1.4(s) 




( 0 . 02 ) 


2.64 与通稳恒电流的大环同心的小环绕其直径转动所受外力矩 


题 2.64 半径为 n 的小圆环初始时刻与一半径为 r 2 ( r 2 »?1)的很大的圆环共面且同心. 

现在大环中通以稳恒电流/，而小环以角速度历绕其一条直径做勻角速转动.设小环电阻为 
及，试 求：⑻ 小环中的感应电流 .( b ) 使小环做勻角速转动时须作用在其上的外力矩•⑻大 

环中的感生电动势. 

分析小环在大环中电流产生的磁场中转动，切割磁力线，从而小环中会产生感应电 
流.由于大环半径 r 2 远大于小环半径 n ,可认为小环所处空间各点为匀强磁场，取为大、 
小环圆心处的磁场.小环中有了感应电流，又会受到磁力矩的作用.为维持小环的匀角速转 

动，需要提供外力矩与磁力矩平衡. 

小环中有了变化电流，相应的变化磁场导致大环的感生电动势.求得小环中电流后， 
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可利用互感系数求相应大环中的磁通量，从而大环中感生电动势可求. 

解 （ a ) 大环中电流/在其中心处产生的磁场大小为5 =外//2/* 2 ,而方向垂直于该环 

所在平面.因为 r 2 »； i ，可认为小环就处在这一勻强磁场中，故通过小环的磁通量为 


0 = Bnr^ 


cos ⑽ 


则小环中的感应电动势为 




jUqTkoI^ sin 


Bizr^cosmcot = 






dt 


2r 2 


因而小环中的感应电流为 


e t ^TUoIr x sin cot 

2r 2 R 


R 


( b ) 小环转动受到的磁力矩大小为 


= nr^iB sin cot = nr^^ncolr^ sin cot - sin cot /(4/?r 2 2 ) 


I 


办 2 / 2 


r x sin cot 


4/?r 2 2 


式中， m 为小环的磁矩.磁力矩 r 的方向沿小环的 转轴. 要使小环匀速转动，则应提供外力 

矩％ =十 


(c) 为求大环中的感生电动势，先求两环间互感_由 


^2 = : cosmt /(2r 2 ) 

得互感系数为 M = cos cot / 2r 2 . 这样大环中的感生电动势为 

/j^n 2 r^G> 2 I cos 2mt 


d 


Mi = - 




dt 


如果不是像以上用互感系数，则计算小环中电流产生的磁场在大环内的通量要复杂一些. 
小环中电流在大环外产生的磁场可以近似为一磁偶极场，由此可求小环中电流产生的磁场 
在大环外的通量，而通过大环的磁通量与此差一符号 • 这样计算的结果与上面完全一致. 


2.65 磁场中的金属棒在恒力作用下沿导轨运动棒中电流的规律 


2.65 如题图 2.65 所示，在水平放置 c 形金属导轨上，长为《、质量为 w 的金属棒 
在恒力 F 作用下可无摩擦地沿导轨运动，并构成 abcda 闭合 回路. 有一稳恒磁场《充满导 
轨所在空间，方向与导轨平面垂直.初始棒在 Jt =0 处，速度也为零(不计电磁辐射和相对论 
效应).设回路串接大电感和大电阻，而导轨的电阻率很小，回路电感 M 电阻/?、视为常 

数，试求棒中电流的规律 /(0. 

解金属棒在力作用下开始沿导轨运动，切割磁力线产生感应电动势，使得回路中 
产生感应 电流. 金属棒一旦有电流通过，又会受到安培力.金属棒沿导轨运动切割磁力线产 

生感应电动势，这样有回路方程 




d(LI) 


( 1 ) 


+ RI 


£ = Blv = 


dt 
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题图2,65 


现考虑 L = const ， /? = const 情况 • 设回路串接大电感和大电阻，而导轨的电阻率很小，这种 
情况下因金属棒运动引起乙、的改变可忽略 不计. 此时即可认为 const ， R = const . 这种 
情况下回路方程式 (1) 为 


dbc 


d / 


( 2 ) 


L 二 + RI = Bl 二 


dt 


dt 


而金属棒的牛顿方程为 


2 


d x 


(3) 


F-ILB^ 


2 


dt 


式 (2) 、式 (3) 消去 ; c 得 




F — IIB 


(4) 


dt 2 


dt 


令 i = F I{IB)-I(I = F /(IB) — i ) ，则 


d 2 i R di B 2 l 2 
dt 2 L 

此为阻尼方程.设其解的形式为 expp /}， 则 


(5) 


1=0 


+ 


m 


b 2 i 2 


R 


2 


+— 乂 + 


=o 


L 


m 


解得 


A+i r2 4g2/2 

2L"2 V Z?" 一 - mF 


\2=_ 


2 


^R 2 4B 2 l 

勹 . 


m 


时， 4 矣 ^2 • 这时 


关0,即 L 关 


4B 2 t 


L 2 


而由式⑵ 
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Bl—-=L— + Rl 


dt 


dt 


di RF 
dt IB 


Ri 




RF 


L^C^ + ^C 2 e^ ) - R(C^ + C 2 e^ ) 

C t (^L + i?)e v — C 2 (^1 + /?)e 知 

RF bH 1 fQ 

-— I — e 






IB 


RF 


IB 


+ 么 e 知 




=+ 


4 


IB 


dx 


代入初始条件: k 0，/ = 0, 子= 0,得 


dr 


F 


Q + C 2 






IB 


1 1 \F 


a 

^ ^ l 3 B 3 l ^ 1 J^JlB 


RF 




求得 


R + jR 2 -4B 2 l 2 L/ 


F 


C | ^ — 


IB 


R-dR 2 - 4B 2 l 2 Lfm F 




F 


^2 - 


IB 


金属棒的运动速度 V 以及回路中电流 / 如下 


+^-e 


dx 狀+垦 




V ~ dt B 2 l 2 






^2 


m 


( 6 ) 


F 


F 


w - C 2 e^ r 


I 




IB 


IB 


R 2 


R 


• r (记为 A ). 这时 


的情况， A=^z 


对于乙= 


=：一 


4B 2 l 2 


L 


F 


Xt 


i = (Cj + C 2 0 e 


IB 


而由式 (2) 


Bl--=L— + RI 


dt 


dt 


di RF 

二 : _I 

dt IB 


-Ri 




RF 


Xt 


R(C X + C 2 t)c M - L{C x X + C 2 a + C 2 )e 




IB 


R 


R 


RF 


-Rtilh 


-Rt/2L 


—t + L e 


一 C 2 


2 


2 


IB 
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djc 


代人初始条件 ： t = OJ = 0, 


= 0，得 


dt 


F 






IB 


RF R 


ib^ c ^ l =° 




F 


F 


这样金属棒的运动速度 v 以及回路中电流/如下 


由此求得6 =—^ 2 =— 


* 


2 L IB 


IB 


dx RF 
■■■ ■ 11 * 

dt l 2 B 2 


R 


RF 


-RtllL 


e 


4 L ) l 2 B 2 


⑺ 


1 b ~1 b 


R 


F 


-Rt/2L 


1 + 


t e 


i 


2 L 


IB 


2 


2 


时两种情形下，金属棒的运动以及回路中 


从式⑹及式⑺可看出在 


ab 2 i 2 


4 B 2 l 2 

的电流均通过阻尼趋向平衡的过程 


2.66 等腰梯形导体框在恒定速率变化的磁场中产生的感应电动势 


2_66 在半径为的无限长圆柱形空间内部均勻磁场《以恒定的变化率 dB / dt 在增 


加 ( dB / ck >0)， 有一内阻可忽略的等腰梯形导体框 abed 如题图 


R 


办两点在圆柱面上 ， cd = 2 ab = 2 R , 求 


X X 

X X 


X 


2,66所示的位置放置， 

等腰梯形导体框中的感应电动势的大小和方向. 

解设标定回路方向逆时针 为正. 根据电磁感应定律 


0 


X 


dB 


dS 


E + d / =— 


s dt 


故涡旋电场分布 


dB 


题图 2.66 


r <R 


E = - 


2 dt 


2 


dB 


r > R 


E = — 


2 r dt 


祸旋电场方向与标定方向同，为逆时针方向 

导线以中的感生电动势为 


y /3 R 2 6 B 
4 6 t 


— ( R dl 

dt Jo 


R sin 60° 


f a r R r 

E dl ^ I - cos 661 = 

Jh Jo 2 dt 


dB 


£ ba = 


2 


b 


导线中的感生电动势为 


2 


R 2 dB r 2 R cos 0 


k/6 


nR ^ dB 


R A dB r 

2 dt h 


d0 = — 


E 


£ cd = 


6 df 


2 df Jo 

在梯形框中以和 心两段 导线由于与涡旋电场垂直，不产生感生电动势，故导体框中感生 

电动势为 
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■ _ 許 2 

感生电动势方向与标定回路方向相同，为逆时针. 


dB 


£ = £ cd ~ £ ba = 


dt 


nR 


另解此题也可根据法拉第电磁感应定律，先求出以 O 扇形面积为 i ，等边三角形 

U 

$ R 1 ，通过此面积磁通量的变化产生 


V3 


nR 


AabO 的面积为^及 2 ,二者之差面积为5 = 


6 4 


4 


的感生电动势就是导体框中的感生电动势，故导体框中的感生电动势为 

A(j> d(B - S) 




dB 


dt 


6 4 


dt 


dt 


感生电动势方向为逆时针 


2.67 正三角形线圈在磁场中绕一边匀速旋转各边的电势差 


2.67 —正三角形线圈的电阻为/?，边长为 A 以常角速 

度 ® 绕 AZ ) 边旋转，均匀磁场 B 与转轴 AJ 9 垂直 .求： ⑻线 

产生的感应电流 .( b ) 三角形每两个顶点之间的电势差_ 

⑻⑴线圈绕轴旋转，产生动生电动势.如题图 2.67 所 

示.在 AC 边上取一线元 d / 其到 A 点距离为/，线元旋转速度 




d/ 


vXS 


col sin 60° 




所以 AC 边产生的动生电动势为 


(ol sin 60。 sin 沒 • B cos 60° * dl 


AC 一 




cosinO 


题图 2.67 


同理 CD 边产生的动生电动势为 


V3 


/, 


0 )(a — Z) sin 60° sin OB cos 60° ^ dl = — Ba 2 o) sin 0 


£ cd 




三角形线圈产生的动生电动势为 


—Ba 2 a)siaO 


+ £ cd = 


AC 


4 


线圈产生的感应电流为 


V3 


Ba 0 ) sin 0 


R 4R 

(2) 规定回路绕行方向顺时针为正，根据法拉第电磁感应定律 


V3 


6BS coscot 


d 必 


4 


dt 


dt 


因为 


£>0 
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所以动生电动势及感应电流的方向均为顺时针. 

( b ) 每条边电阻为故线圈每两顶点的电势差分别为 


V3 


u ca = u dc =£ ac - = 仿 sin 沒 


R 

3 ~T2 


Ba 2 0 ) S \ xi6 


U DA -I~ 


2.68 金属柱内涡流产生的热功率 


题 2.68 如题图 2.68 所示，将一圆柱形金属块放在高频感应炉中加热，设感应炉的线 

圈产生的磁场是均勻的，磁感应强度的方均根值为&频率为 
/. 金属柱的直径和高分别为和/1，电导率为 <7,金属柱平行 

于磁场.设涡流产生的磁场可以忽略，试求金属柱内涡流一周 

期内产生的热功率. 

解设感应线圈产生的磁场 


B = B 一 cosO 


高频交 

流电源 


半径为 r 的金属柱内产生的感应电动势 

」 d 沴丨」 d ( B m nr 2 cos 9) 


= 2 nfB m nr 2 sin 9 


dt 


dt 


金属柱内涡流产生的热功率 


(2 nfB m nr 2 sinO) 2 1 


D/2 




n ^ D 4 crh ( B m f sin 0) 


p — 


2nr 


32 


题图 2.68 


ahdr 


渦流一周期内产生的平均热功率 


P=-Jpdt = 


3 f 2 ahB 2 D 4 


32 


T 


2.69 电磁涡流制动器 


电磁涡流制动器，由一电导率为 CT 且厚度为 

r 的圆盘组成，此盘绕通过其中心的轴以历角速度旋转，现有 
一覆盖面积为 a 2 的磁场 B 垂直于圆盘.若面积 a 2 是在离轴 r 
处，如题图 2.69 所示.试求圆盘慢下来的转矩的近似表达式 • 

解盘绕轴旋转，磁场《覆盖面积 f 处必产生动生电动 


2 




mm 2.69 


势，其大小 


/ 


61 = rcoBa 


于是圆盘中会产生涡流，其大小 
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rcoBa 


= rmBaat 


R 


aat 


圆盘慢下来的转矩为 


(la xB ) = -( raB ) 2 cocrte z 


rxF 


r 


rx 






2.70 矩形金属线框沿长边方向进入均匀磁场中的运动状态 


2.70 已知一个完全导电的矩形金属线框的边长为和I质量为 M， 自感为 L. 以 
初速度 Vo 在线框平面内，沿着较长边的方向从磁场为零的区域进入一个均勻磁场犰中， 
Bo 的方向与矩形平面相垂直.试描述矩形线框作为时间函数的运动状态. 

解 Wb > a , 则线框沿6边运动.运动方程为 

= —B 0 al 


U 


dv 


rm 


dt 


/ 为矩形金属线中感生的电流，/的微分方程为 


dl 


L — = B 0 av 


dt 


联合两个微方程得 


d 〜 


+ <0 v = 0 


dt 


其中 


Bla 1 


Til 


解得线框的速度 


C \ sin cot + C 2 cos 如 

当 r=0 时， v = v 0 ,得 C 2 =v 0 ， 并且因仁 0 时，/=0，所以 (^=0. 即得 


V = 


V 

. . 中_ 


V = V Q COSfi?/, 


yjmL 


因此得线框移动的距离(々0时， 5=0) 


0 ^0 • 

S = — sin cot 


2.71 从磁场上方由静止释放的长方形线圈的速度和电流 


2.71 一 个边长分别为 Z 和仿的长方形线圈，在~ 0时刻正好从如题图 2.71 所示的 
磁场为 B 0 的区域上方由静上释放.线圈的电阻是只，自感为 L， 质量为 m, 考虑线圈的上边 
还处在零磁场区的运动 .（a) 假定自感可以忽略而电阻不可以忽略，求出线圈的电流和速度作 
为时间的函数 .（b) 假定电阻可以忽略而电感不可以，求出线圈的电流和速度作为时间的函 


数 


取坐标系如题图 2.71 所示_在本题所要求时间内，有 
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£ = Blv 


5=0 


dl 


CO 


s — L 


=IR 


dt 


X X X x X 


dv 


F = mg — BIl = 


m 


X X X x X Ig 

X X X X x ? 

B=Bo 


dt 


这就是解决本题的基本方程 . 

(a)L=0. 参考题 2.61 ，恒定为 F= mg ，故得线圈的腑与电流为 


题图2_71 


bH 2 


gR 


l-exp 


t 


y = 




b 2 i 2 


R 


B 2 l 2 


Mg 


l-exp 


t 




Bl 


R 


m 


dl 


(b)/?=0, 有 L 


/v ，运动方程为 


dr 


dv 


g 一 BIl 


dt 


2 


B 2 l 2 


再微分一次得 + o 2 v = 0, o 2 = 


其通解为 


dt 


L 


m 


v = q cos cot + c 2 sin cot 


8 


因 tO 时 ， v = 0，^q = 0 . 又因 f = 0 时， 7=0 有 c 2 = — ■ 艮 P 得 


co 


g 


v = —sin cot 


co 


Bl 


8 


(1 —cos ⑽)， 


0 )= 


JmL 


Bl 


2.72 直导线在均匀磁场中的下落的末速度 


题 2.72 如题图 2.72 所示，一沿 y 方向的长直导线，置于均勻磁场中.单位长度的 
质量和电阻分别为 P 、 又.设该导线延伸到磁场的边缘，两端通过一根处于磁场外部的无质量 
的良导线相连接，略去边缘效应，求在重力 G =-併 z >作用下，导线在磁场中下落的末速度. 


题图 2.72 
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解导线切割磁力线，引起感生电动势从而产生电流.当其长为/、末速度 v =- 时， 


电流为 


vBl _ vBl vB 


.此力应与重力平衡，由此求得导线的末速度 


它受磁力= iBle z = 


A 


H 


m 


X 


pg 又 


B 


P8^ 


B 


2.73 流过电阻器电流的方向 


•73 在题图 2.73 中，当进行下面的操作时， 

流过电阻器『的电流方向如何，就每一情况作简单 
解 释:⑻ 开关 s 合上 .( b ) 线圈2移向线圈 l .( c ) 电 

阻减小. 




解 以上三种情况，都使线圈1所激发的磁场 

增强，由右手定则与愣次定律，线圈2的磁场应阻 
止线圈1引起的磁场的增加，即电流应从 B 通过 r 
流向 A . 


题图 2.73 


2.74 铜构件的最低共振频率和电感 


题 2.74 一 块铜片被弯成如题图 2.74 所示形状，已知/?= 2 cm , /= 10 cm , a = 2 cm f d = 0.4 cm 


估计这个构件的最低共振频率.当频率远远低于共振频率 
时，从 A 、 B 两点所测量到的电感为多少？ 

解 考虑沿铜片的电流分布.因 d 《/?，可近似认为圆柱 
管两侧电流同相，即相当于一侧流进，一侧流出，耳电流大小 
相同.于是最大波长将为2砍 . 另外，沿圆柱管轴向，其轴向 
电流密度两端都应为0,于是最大半波长为/，即最大波长为 

21 . 由题设 数据： /?=2 cm , i =10 cm , 所以2;》2狀.故最大波 

长 2/=20 cm ， 由此求得最低共振频率为 

3 x 10 


10 


= 1_5 x 10 9 ( Hz ) 


/q =— 

0 21 

当频率远低于 / o 时，可认为电流沿圆柱表面均匀分布； 
且随时间缓变，作为静场处理.略去边缘效应，构件内部磁 


20 


题图2/74 





第 2 章静磁场和似稳电磁场 


185 


感应强度为 




5 = 


Mo 1 


( nR 2 + ad ), 于是电感为 


通过构件截面的磁通量为 <!> = BS = 


j=f inR2+ad) 

4 nx 10~ 7 x (7 i x 0.02 2 + 0.02 x 0.004) 


L 




0.1 


= L 68 x 10~ 8 ( H ) 


2.75 绕轴旋转不带电的磁化导体球内部电场及电荷分布 


题 2.75 —半径为的不带电的磁化导体球，其内部磁场为 

B(r) = Ar L 2 K 

这里 A 为一常数，犮为一通过球心的单位矢量，是到#轴的距离•(在题图 2.75 ⑻的坐标 

系中，选择犮为 Z 方向，球心为原点，并且4 

Xt 论的转动.⑻在实验室系中，在自转球内的电场是多少？ 0>)电荷分布怎样(不计算面电 
荷)？ （ c ) 用电压表所测量的电压降为多少？电压表的一端连接在球的顶点上，另一端从球 

的赤道扫过. 


/ )现让球绕 K 轴以角速度 ® 做非相 


⑻ 


(b) 


题图2/75 


( a ) 对题图 2.75 ⑻中的/>点，磁场为点的速度为 


由楞次定律，球内电场为 


Aorl ( e z xr)x 

- Aw ( x 2 + y 2 ){ xe x + ye y ) 


E = -vx 




( b ) 由▽.五，可得球内体电荷密度为 
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4Aa>rl 


/? = fiV • E = 一 


s 


( C ) 需要计算从 M 到 W 点的线积分(题图 2.75( b )) 


E61 




化为球坐标 ， dl = Rd 6 fe 0 ， 在球面上，电场为 


AcoR 3 sin 3 ^(sin Oe t + cos 0 e e ) 


E 




因此 


AcoR 


2 


sin OcosOdO - 


V - AcoR 


4 


o 


2.76 点电荷运动在正方形金属线框中激发的感生电动势 


2.76 考虑一个正方形的金属线框，每边 
长为/，如题图2.76,它位于叮平面内.一个电 
荷为 g 的粒子在 XZ 平面内与 w 平面相距功，粒 
子以 V 《 C 的速度勻速运动(假定粒子沿正方向 
移动) ，在仁 0时粒子通过 Z 轴. 试给出线框感生 

电动势作为时间函数的关系式. 

当 v 《 c 时，粒子产生的电磁场为 

Ux - vt)i + yf + zk ] 


q 


E ( rj )= 


4 ne 0 r 


题图 2 J 6 


m v 

4 nr 3 


v 


B ( r , t )^ — xE = 


(-^j + yk ) 


2 


式中 


"( 


x - vt ) 2 + y 2 +( z - z 0 ) 


2 


2 


线圈中感生电动势为 


dB 


s 


— dS 


€ 




dt 


积分中 S 为线圈平面， d 5 =dxd 冰，因此可得 


f 


m v 


y 




dx 




3/2 


3mo 


471 


(x-vt ) 2 + (z-Zq ) 2 


d 


m v r 

471 J o dt 


djc 
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x-vt 


x — vt 

-vtf +l 2 +(z-Zq 


r 

471 Jo 


dx 


[ix-vtf +(z-Zq)J /2 (x 


3/2 


m v 


471 


2.77 在垂直于柱轴方向均匀电场中的带电绝缘长圆柱体各点的电势 


2.77 电量!2均匀地分布在一半径为/?，长为 L ( L »/?) 的绝缘长圆柱体的外表 
面上，圆柱体的介电常数为&沿垂直于圆柱的轴的方向上有均匀电场五= £■(>&，如题 

图 2.77( a ) 所示.忽略边缘效应 .（ a ) 计算柱内外各点的电势.现移去外场，让圆柱以角 
速度仞旋转 .（ b ) 求柱内磁场的大小和方向 .（ c ) 一半径为2/?，电阻为 p 的单匝线圈套 

在圆柱上，如题图 2.77( b ). 柱体的速度随时间线性减小岣 (1-^0)]. 线圈中的 

感应电流为多大？电流的方向如何？ （ d ) 如单匝线圈穿过圆柱放置以取代 ( c ) 中的线 

，如题图 2.77( c ) 所示，圆柱转速按前述规律减小.问线圈的电流如何？ 

( a ) 由叠加原理，电势可看作0与 E 单独产生的电势之叠加 . Q 产生的电势容易求 


得 


0, 


r<R 


< Pi ( r ) = 


Q 


In -, 


r> R 


2%£qL R 


这里规定圆柱中心的电势为零.设勻场五产生的电势为巧，则 V 2 内 =0( r */?)， 在柱坐标 
系下有 


9 f 1 0 V 2 


1 


= 0 


dr 


dr 


be 


可用分离变量法求得 < P 2 ( r ,0 ) 的通解 


( b ) 


题图 2,77 



电磁学与电动力学 


188 


e " 

n L 


(a n cos n0 + b n sin nO) + — (c n cos nO + d n sin n6 ) ， 


r < R 


炉 2 = 


Y\ r n {e n cos nB + f n sin n$) + — (g n cos nO + h n sin nO ), 


r>R 


由边界条件 ，/ * — 00 时， <p 2 = -E 0 rcos0 , 由此 可得 ： q = - £ 0 ， /= 0,4 =/„ =0(w#l) •又 
由 r - > 0 时，％ = 0 ，可确定 0 .在 /* = /? 时， . 炉 2 

却 2 


， 得 


= 9 i 




r =/?" 


3^2 


£ 


dr 


dr 


r=R_ 


r=R 


故可得 


^ R n (a n cos nO + b n sin nO) = 一 RE Q cos 0 + ^—(gn cos sin nO) 


R 


^ nR n ~ l (a n cos n9 + b n sin nO) - -e Q E Q cosO - g Q ^ (g n cos nO + h n sin n9) 


s 


R n 


n 


n 


解得 


(e - £ 0 )R 2 E 0 

n^l 


2E 0 


fej = /ij = 0 


S \ = 


«1 = - 




=h n = 0 , 


a 


= 8 


n 


故 


2 E 0 


r cos 沒， 


r<R 


£ + £ o 


9 i = 


(£~€ q )R E 0 


r> R 


-E Q rcos0 + 


所以总电势为 


2E 0 


rcos0 ， 


r <R 




<P = 9i+92^ 


r 2 e 0 


Q 


g _ g o 


\n—-E Q rcosO + 


cos 沒， r> R 




^2/ jzSqL 


r 


(b) 移去外场，圆柱以角速度历旋转，得面电流密度为 


Q(o 


Q 


coR = 


2nL 


2kRL 


根据安培环路定则圆柱内磁场为 


MoQ 


U ] 


€ 


z 


2nL 


(c) 穿过题图 2.77(b ) 中单匝线圈的磁通量为 


2 


MoQ^ r 


2 


<f> = %R 


2L 
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故感应电动势为 


d^ = ^QR ( do))_ ^ 0 QR o) 0 
~d7~ 2L 


dt 


2 Lt 


从而得感应电流 f 为 


£ jUqQR 2 0) q 

P ^ pLt 0 


的方向与转向一致. 

( d ) 对题图 2.77( c )， 穿过线圈的磁通量多= 0,故线圈中没有感应电流. 


2.78 具有电阻电感的闭合线圈在均匀磁场中转动产生的电流及所加外力矩 


2.78 — W 匝闭合线圈，半径为 fl ， 电阻为/?,自感为 L ， 在均勻磁场 J ? 中，该 

线圈绕一与 B 垂直的直径转动 .（ a ) 当以常角速度 ft ? 转动时， 

求线圈中电流与角$的函数关系.这里$⑴=⑽是圈面法向 




与 B 之间的夹角 .（ b ) 为了维持上述转动，需加多大的外力 
矩(在 ( a )、（ b ) 中均不考虑瞬时效应). 


选取 r =0 时为时间的起点，这时圈面法向 no 与外场 
平行.在 f 时刻线圈平面法向为《，则有 


m 


= Bsin 汐 


= BcosO, 


如题图 2.78 所示. 

( a ) 在外场 B 中，线圈的感生电动势为 


题图 2.78 


d 


/ 


ds 


dt 


NBa ) sin cot 


而电路方程为 


dl 


L— + IR = e 


dt 


因此求得线圈中电流强度为 


NBa) 


m = 


sm ( o)t - ( p ) 


Leo 


式中， tan ^ = — 

K 

( b ) 线圈的磁偶极矩为 


=Ina Ni 


其大小为 


因此外加力矩 r = 


Ina 2 NBsinO 


mi 


(na 2 NB) 2 


sin ( o)t - < p ) sin 6 
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2.79 设计测量安培的实验 


2.79 你可以配备电流源和一个能制造简单的电学元件，如线圈、电感、电容与电 

阻的机械车间.你可以使用测量机械力的仪器但不能用电 
学仪表.利用上面的设备与你所掌握的电磁学的基本方程 
设计一个测量电流的实验. 

解配备两个几何形状简单的线圈(如取为圆形线圈) 
线圈1这时它们之间的互感仅为线圈平面间距离的函数，记为 

再用一个天平与线圈一起制成一个安培秤(题图 

2.79), 可以测量出二线圈之间的相互作用力巧 2 的大小.而 

由磁学知识可知，二线圈的互感磁能为 


线圈2 


题图 2.79 


Wi2 = M\2hh 


不妨使线圈通有相同的电源，一样的形状，从而有相同的电流强度，即 


w n = m 12 i 2 


因此相互作用力 


_ aw 12 ^ /2 dM n (z) 


12 一 


dz 


dz 


dM l2 (z) 


可计算，从而由此式就确定了/的大小 


F 12 已用天平测出， 


dz 


单位可用 MKSA 制，即力用牛顿单位， Z 用米单位，互感用亨利，则电流强度就以安 


培为单位 


2.80 磁控管中的电流被磁场遏止的电压值 


2.80 题图 2.80 所示为磁控管的圆柱极板(半径为的和灯丝(半径为 fl ) 的 截面. 灯丝 
是接地的，极板接在正的 v 伏电压源上，沿圆柱的轴线方向是均匀的磁场方向.电子离开 
灯丝的速度为零并以曲线路径趋向极板.问低于多大的 V ，电流将被磁场所遏止 • 




2a 


2b 


题图 2.80 
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« 


解选取圆柱坐标系，$方向动力学方程为 




-errB 


(1) 


磁控管内电动势应是 r 的函数，设为 V ( r ). 由能量守恒 


{ r 2 + r 2 0 2 ) 


^ eV ( r ) = 0 


2 


方程 (1) 的解为 


eB 


r^e = — {r^-a^) 


2 


把沒的表达式代入到能量方程中，有 


eB 


( r 2 - a 2 ) 2 = eV ( r ) 


2 mr 


2 


在 r = 6 处， ，= 0 时得到阈值，所以 


eB 2 ( b 2 - a 2 ) 
1 % mb 2 


2.81 两互相垂直的长直载流导线沿它们连线转动具有的位形 


题 2.81 两条互相垂直的长导线距离为 fl ， 载流为 h 、 h , 考虑/ 2 上的一小段 | -t 

(/« a ) ,如题图 2.81 所示.⑻求作用在这段导线 

上的净力和力矩 .（ b ) 如果导线可沿它们的连线 a 

自由转动，他们将有怎样的位形？这个位形对应于 

系统有最大还是最小磁能. 

解⑻ 在点(0， fl ， z ) 处的场为 


2^2 


Moh z 

27 iVa 2 + ?l Vfl 2 + z 2 


题图 2.81 


h 上的微电流元 U ， z + dz ) 受力 dF 2 i = I 2 dze z xB 


Moh 


z 


(- e x ) 


dF 2l = I 2 dz 


Inyja 2 +? \[a 2 + ? 


zdz 


Moh^i 
2 n ( a 2 + z ") 




2 


故小段受力 


2 2 


//2 


dF 21 =0 


21 一 


一 1/2 


它受的力矩 T 为 
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z 2 dz 


1/2 


1/2 




( e z Xe x ) 


T = 


ze 


21 — 


a 2 


2 


271 


一 "2 


-111 


+ Z 


111 


2na 2 3 


-z 


y 


- 1/2 


24 tca 2 

( b ) 由上述结果可知，如果 / 2 可绕连线 a 转动，则它最终将与 A 平行，/ 2 、4的流向也 
一致.显然，这个位置应是对应于磁能有最小值的位置 • 


: y 


2.82 流动的均匀面电流层受力的大小和方向 


题 2.82 —个强度为; KA / m ， 沿 y 方向)的均勻面电流层位于水平面 (z = 0) 向东 ( x 方向) 
流动，如题图 2.82( a ). 求在下列位置处力的大小与方向： （ a ) 在电流层上方相距/?处的长 
为 Z 的水平导线，载电流 /( A ), 向北流动 .( b ) 同样的线段，但电流向西流动 .( c ) 一 半径为 
r 的线圈，在电流层上方相距处(『</?),载电流/，磁矩方向向东 •（ d ) 同样的线圈但磁矩 
向北.⑹同样线圈但磁矩向上.对你的回答加以简单的说明. 


m 


p 


dB 


m 


R 


东 w 


y 


dh O 


d/i 


y 


(b) 


(a) 


题图 2.82 


把电流层分成宽为办的细条，每个细条视为载流 d / = ； ldy 的线电流，设 P 点在 z = 
及处，由题图 2.82( b )， 在 y 轴0点两侧的二线电流弘、此流产生的磁感应强度为 




2 


合成 


cos 0 


dy 


=-2 


2n(y 2 +R 2 f 2 


y 


R 


COS0 = 


设电流层宽为 2 L ， 则 P 点的磁场为 




-I 


— _ 


( a ) 当载流线段向北流动时， i = ie y , 受力为 F = ^xB = 0 

( b ) 载流线段向西流动时/ = 


受力为 


一坨 JC ， 
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jUqUZ 


L 


L 


( 2 ) 


F = 


ctan — e r = 

R x y 

ie x ， 它在外磁场 B 中受力 F = ▽( 


e 


STl 


R 


)= V ( mBe x * e y ) = 0* 


( c ) 载流线圈的磁矩 


57 


=nr 


m 


受力 

F = V ( mB ) = 


(d) 


=nr ie y ， 


( L \ u , Xr 2 iR 2 


a 


dR 


ie z ， 受 tiF = W 


e y ) = 0 


57?i33 


( e ) 


=nr 


2.83 载流圆线圈对其中心顺磁介质球的磁化 


题 2.83 有一个半径为的圆线圈，载流/电磁单位.其中心放一个磁导率为 A 、半径 

为« /?) 的顺磁介质球.试确定由电流磁场产生的小球的磁偶极矩，并求小球内单位面 
积所受的力. 

解取圆线圈中心为原点，其轴线为 z 轴.电流/在原点产生的磁场 




2 R 


由于小球半径可认为小球处于均匀磁场取)之中 • 引入磁 
标势解题，设球外势为奶，球内势 为外. 它们的方程与边界条件 

为(题图 2.83) vVi = VV 2 = 0 .当 


Bo 


rcos $ ， 


，炉1 &炉0 = 一 


Mo 


d ( p ^ dg > 2 

A . # 八 


， 用 


当 r 0时，炉2有限 •在 r = 尺时， ^\:中2与 / A ) 

分离变量法，可求得 


dr 


dr 


3 ^o 


rcos 汐 


<P2=~ 


M + 2 Mo 


球内磁场为 


3// 


= - fN ( p 2 = 


M + ^Mo 


故小球的磁化强度为 


M = 


Mo M 

3(// 

2{fi + 2fio)R 


因此小球的磁偶极矩为 


M + 2 Mo 


4 


= — Tia M = 


球面上的面电流密度为 
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2(^ + 2jUq)R 


smOe 


故球面上单位面积受力为 


3(// - W 

2(^ + 2/ Iq)R 


W 


sin 夕 




o 一 


M 


2R 


3^(^-^ 0 )i 

A(ju + 2/u 0 )R 


sin^(cos^ + sin Oe x ) 


2 


2.84 地球磁场中的磁针受力问题 


2.84 地球磁场中的一个磁针将： （ a ) 向北极运动 .（ b ) 向南极运动 .（ c ) 受到一个力 


矩的作用. 


答案为 ( c ) 


2.85 竖立的铜币在磁场中倒下所需的时间 


2.85 一 铜币以其边缘为支点立于竖直方向的磁场 S = 2 T 中.给它一轻微的推力让 
其倒下，试估计倒下需要的时间(提示铜的电导率为 GxlOhcnT 1 ， 密度为 9 g _ cnT 3 ). 

解铜是良导体，在这样强的磁场中倒下时，其势能主要变成了热能.可以假设在倒 
下的过程中磁力矩与重力力矩时时平衡.设0为铜币表面与竖直轴的夹角.考虑 r->r + dr 
的圆环，通过该圆环的磁通量水 6 O = w 2 5 sin 0， 圆环上的感应电动势为 


m 


d 9 


—= nr 2 BcosOO, 


e 


£ = 




dt 


dt 


感应电流为 


s cos ee 


nr 


d /- — 


dR 


dR 


d / e 为此圆环的电阻.设为铜币厚度，有 


2nr 


dR = 


ahdr 


故 


BrcosBBcrhdr 


di = 


2 


该圆环的磁矩为 


r 3 B cos OOahdr 


dm = nr di — 


2 


磁力矩为 


nr 3 B 2 cos 2 $9ahdr 


dmxB 


2 
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_ 


设铜币的半径为 r 0 , 则整个铜币所受的磁力矩为 


nr ^ B 1 cos 2 OOah 


r o nB cos OOah 


r dr = 


dr 


2 


重力矩为 


= mgr 0 sin 汐 = nr ^ phg sin 0 


并由 = r g ，得到 


%gp sin 沒 

设铜币被推至0 =氏角时将自行倒下，倒下所需的时间将为 


dt = 


nf2 B 2 r Q cr 


e 


cos 


d0 


T^\dt = 


sin 汐 




8 P 


1 」 l + cos 6> 0 

l - cos ^ 0 


B o-r 0 


— cos 沒 o + — In 


2 


8P 


代入题设数据，并设 r 0 = 0.01 m ， 外 = 0_1 弧度，则有 

T «6,8s 

从这儿也可看出势能主要是变成热能，因为需要的时间远比不存在磁场时长_ 


2.86 无限大平板内的伦敦方程组 


2.86 假定在一种物质里不是欧姆定律 ） = oE 成立而是下列方程有效 

A 为常数 


n 




CVxAj = -H ， 


- E 


dt 


现考虑用这种物质做成的一块厚度为2成的无限 

大平板，板外有平行于表面的均匀磁场强度 h x =h z = 0, 

H y = Hi ( z <~ d ) , Hy - H 2 ( z > d ) . 并且到处都有五 =/> = 0 .假 

定没有表面电流和表面电荷，如题图 2.86 所示 . ⑻求板 
内的 H . ( b ) 求板内的 7. ( c ) 求作用在板的表面单位面积 

上的力. 


解在处理超导电动力学时有两种描述方法，这里 

采用的是把 J 看作传导电流，不把物质看成某种磁性介 
质，因此不出现 M . 因 £ = 0， j _ 恒定和磁场是稳定的♦由 

麦克斯韦方程组 


V - H =0 


▽ x 


故 


Vx(VxH) = Vx j 
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V ( V * H )- V 2 H = Vxj 


代入=0和伦敦方程后，得 




V 


XC 


由对称性，可令丑⑵，且只有};分量故 


d^H 


- = 0 


dz 2 AC 


此方程的通解 


^kz 


+ fie fe 


= Ae 


，由边界条件 


其中及= 


H y { d ) = Ac w + 

H y (— d 、= Ae w + = H x 


= H 2 


可以求得 


H〆 一 H 2 &~ kd 


A = 


Ikd -2kd 


H 2 t M - H x & 


—fa/ 


B = 


一 2kd 


-e 


( a ) 板内只有 : y 分量 


H y (z) = Ae^ + ^ 

_ H 2 sinh [ A:(z + d )] - H x sinh [ fe ( z - d )] 

sinh (2 fcd ) 


^j = j x e XJ 大小为 


( b ) 由 > =▽ 


dH 


k { H 2 coshikiz + d )]-^ cosh [ k ( z - d )]} 


Jx = ~ 


sihh (2 kd ) 


dz 


( c ) 整块板所受的磁力由洛伦兹公式 


|j X Bd z ds 


F = 


dH 


H^dzds 


dz 


故单位面积所受的力 


dH 


HdH 


dz = - 


H 


Mo 


dz 


M ) 


{Hi - H 2 x )e 


2 


2.87 与半无限大铁块距离为 d 的长直载流导线的受力问题 


2.87 —根细长导线载有电流/，离半无限大铁块距离如题图 2.87 所示_假设铁 


m 
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块的磁导率为无限大，求作用于导线单位长度上的力的数值及方向 


题图 2.87 


用镜像法解.令像电流为/'，位于处，广的方向与/相反，其大小为 


因" 400 ,故广=/. r 在 Z 处的磁场 


W c :叫 1 

And z And 


故载有电流 J 的导线单位长度的受力为 


M ) 7 


F =IBe 


A%d 


2.88 在磁场中运动的金属块中的电场和电荷密度 


2.88 一个无净电荷的金属块是一长方 


体，三边长为 〃、6、 c . 金属块在强度为 ff 的磁 
场中以速度 v 运动.问块中的电场强度是多大? 

体中和面上的电荷密度是多少？ 

解 平衡时金属块中的自由电子不受力. 

= 0 . 因此五= 


= — ^IqVH€ 


—eE -evx 


金属体中无电荷分布（因▽•五 =0). 忽略边缘 
效应，即认为6«0、6,可知《、6构成的面上 

的自由电荷密度 0" = 土左0五=±左0外必 . 符号如题 

图 2.88 所示. 


2.88 


2.89 磁化到饱和的铁针放在均匀外磁场中产生的磁场分布 

如题图 2.89 所示，将一磁化到饱和值的铁针放入犰= 0_1 T 的均勻外磁场中， 
针的长轴沿磁场方向，针长 1 cm ， 直径为 O . Iciil 试给出远离铁针即 r 》 1 cm 处的 5( r ) 的近似 

公式_这里 r 是从针的中心作为原点来测量的 • 已知在针内《的饱和值近似为= 2 T - 


2 
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对于 r » lcm 的距离，可把小磁针看成一磁矩为 m 的磁偶极子，取外场沿 z 轴方 

向(题图2_89)，有 


= ^ O e z ， 


外 


处的磁场强度近似为 

H(r) = 


m + 3(#w - r)r 
4nr 3 4nr 5 


o 


「/7 


， 由 


显然，小磁针产生的磁场比外场执弱得多，即 


《 


4nr 


的切向连续性，可近似认为小磁针内的磁场为 

H 內二 H q 


题图 2.89 


设 M 为磁针的磁化强度，则有 


B- 


-H = 


M = 


Mo 




由题意，小磁针体积 


V = 71(0.05 x 10— 2 ) 2 x l(T 2 (m 3 ) 


2 T 


B 




内 


因此小磁针的磁矩为 


2 - 0.1 

4 tcx 10~ 


- 71(0.05 xl0" 2 ) 2 x 10' 


= 1.19 xlO ~"( T * m ") 


m 


在极坐标下，空间点『处的磁感应强度为 

2/^wcos 沒 _ 


238 x 10 


cos^(T) 


0,1 + 


cos 沒 + 


4nr 


sin 汐 
4nr 3 


1.19 x 10 


sin 0(T) 


一 sin 沒 + 


-0.1 + 




e 


2.90 比较用电场或磁场来改变金属球的运动方向 


一个质量为 5 kg ， 半径为 10 cm 的带电金属球在真空中以 2400 m / s 运动. 在空 
间区域 lmxlmxlOOm 内，你可以用电场或磁场来改变球的运动方向 . ⑻如果上述 100 m 3 

区域内所存储的能量(电能或磁能)已经限定，问究竟是采用电场还是磁场使小球受力较大? 
( b ) 如果金属球面上的电场(由球面上所带电荷产生)的极大值为 lOkV / cm ， 求金属球走完 

100 m 的路径之后的横向速度与外场的关系. 

( a ) 电能密度％=^ 0 £ 2 ,磁能密度化 




B 


为作数量级的估计，不妨设所考 


* 


2 M ) 


2 


E 


B 


虑的区域内场强处处相等.此时， 令： e 0 E 2 = 


c ， 因而有 


， 则二 = 




2//q 


B 


2 


■- - M * ^ 丨 

fm ^ vB 


= -»l 
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故施以电场，金属球受力大些. 

( b ) 金属球表面电场极大值为 £： o =10 kV / cm ， 这一方面限制了金属球携带的最大电荷 
量 G m ， 一方面也限制了外场(五或抝的极大值.对外场为电场的情况，金属球表面的面电 

荷密度分布为 


CT = <J 0 + CTj COS 沒， 


CTj = 3 Esq 


在沒 = 0 处，金属球表面电场取得极大值£ 0 


CT。 + CTq 


+ 3E 


E o = 


^0 


^0 


由此求得金属球带的总电荷量为 


Q - 4nr 2 a Q = 4ns 0 r 2 (E 0 -3E ) ， 


e <: e q 


3 


金属球走完全程所花时间为心=1，横向加速度(设为于是横向速度为 

4ne 0 r 2 (E 0 -3E)-El 


mi 


v o 


迟 At 


E <~ E 0 


v x = 


v o 


m 


对应外场为磁场的情形，只需将上式中的 E 易为 VqS ， 结果为 

4ne 0 r 2 (E 0 - 3v 0 B)Bl 


Eo 


B< 


v 丄 = 


3v 0 


E 0 


^ E >- E 0 或时，金属球带电量为零，横向速度亦为零_最后，由上述横向速度 


3v 0 


3 


公式可以证明，当五为|或忍=：^■时，横向速度取极大值 


9 


9v 0 


10 


x 0.1 2 xl 0 6 x 2 xl 00 


27mv 0 

= 6.86xl0^(m/s) 


4 兀 ><9 


v x 


27x5x2400 


于是金属球的横向位移为 


I 6,86x10^x100 


= 2.86 xl 0~ 5 ( m ) 




v i 


2400 


v o 


可见，上述横向位移与空间的横向尺寸 ( lm ) 相比是微不足道的 • 


2.91 证明两个小磁针的相互作用力 


题 2.91 证明两个小磁针不管取向如何，其相互吸引力与它们间的距离的四次方成正 
比.假定磁针的大小与其距离相比是很小的 • 

证明 可将磁针视为偶极子，磁矩分别为 
从》*2指向》*1，场 B = ▽炉 m ， 故受力为 


「// 


， WI 2 在叫处的势％ = 


4tc 



电磁学与电动力学 


200 


V(m r B) = ▽[m 1 . (― //qV <p m )] 

= -也 ▽ 


i*V 


4n 


3r( 


57 


— "o ▽ 


Ui 


4n 


Motj 3 (|»! r)(m 2 r) m l 

" - fc- ■■ 


47 C 


微分式中的两项均 与+成 正比，因此 F 与 1 成正比 


2.92 磁偶极子与零电阻导电圆环的作用力 


2.92 把一个磁偶极子 m 从无穷远移到一个完全导电圆环 

(具有零电阻)轴上一点.环的半径为 I 自感为 M 在终了位置上， 
的方向沿圆环的轴，与环心相距为当磁偶子在无穷远处时， 
环上的电流为 0( 题图 2.92). ( a ) 在终了位置时，计算环上的电流. 

( b ) 计算此位置上的磁偶极子与环之间的作 用力- 


m 


题图 2.92 


( a ) 环上的感应电动势为 

61 d 




dS 


s = -L 


dt dt 


两边积分之，有 


J [ J ?(/)- jB (0]* d 5 

由题意，初始时，磁偶极子在无穷远处，有川)= 0, B ( i ) = 0 
终了位置时，取/ = /(/)， B = gp 




6S 


LI 




用柱坐标 ( P，A z )， 环平面上任一点的位置戶为 m 到/>的矢径 = 
则 m 以 P 点产生的磁场为 


A) 3( w r)r 


4n 


mdS = pdpd 0 e z9 所以有 


3(wi - r )(r - e z ) 




M ) 


4 


pdpdO 


6S 二 
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= i2nf b _ 

4n J o 


z 


( p 2 + z 2 f 2 ( P 2 ^ z 2 f 2 


b 2 


M ) 


2 ( b 2 + z 2 f 2 
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，流动方向是顺时针方向(沿 Z 轴方向看). 


所以环上电流/ = 


2 L ( b 2 + z 2 f 2 


( b ) 具有/的电流的圆环，在其轴上一点的磁场为 

/V b 2 


2 ( b 2 + z 2 ) V2 


Z 


因此磁偶极子在&场中的能量 




b 2 I 


b 


m 


Mo 


W =- 


^ 2( b 2 + z 2 f 2 ~ 4 L ( b 2 + z 2 ) 3 


从而得磁偶极子与环之间的作用力 


3/ j ^ m 2 b 4 z 
2 L ( b 2 + zY 


dW 


F = — 


dz 


2.93 磁偶极子与零电感导电圆环的作用力 


并以速率 V 


2.93 一 线度非常小的磁偶极子位于 z 轴上，其固有磁矩为 

沿 Z 轴负方向运动.另有一个圆心位于原点 A 半径为 K 电阻为的细导电圆环，固定于 
与； C 轴垂直的平面上.磁偶极子和线圈相距&不计导电圆环的自感，试求磁偶极子受到的 


1} 


阻力. 


2.93 


解磁偶极子在空间激发磁场，因而在导线圈中有一定的磁通量.这个磁通量的大小 
与磁偶极子和导电圆环的相对位置 有关. 从而当磁偶极子向导电圆环运动时，导电圆环中 
变化的磁通量产生感生电动势，并产生感生电流.这个感生电流激发的磁场反过来对磁偶 

极子的作用形成磁偶极子的阻力 • 

取柱坐标 ( P ， 0, z ), 环平面上任一点的位置尸为， m 到 P 的矢径为 r = pe 
由磁偶极子在 P 点激发的磁感应强度为 

( m - V ) 

而 d 5= pdpd 6<, 所以导电圆环内的磁通量为 

3 (m * r)(r e z ) 


一次 Z ， 


Mo 3 (wi r)r 


Mo 


4 n 


4 n 




pdpdd 


An 
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3mz m 

(p 2 + a 2 ) 5 n+ {p 2 + z 2 ) 3n 


=也_2丌 




4n 


o 


/jQtn b 2 

^2 T \ a 2 + b 2 f ^ 


圆环内的感生电动势以及感生电流为 


d 少 d^> da 

dt da dt 

3//Qab 2 mV 

~ 2(a 2 -h b 2 ) 5/J 

H _ 3/^ afo 2 wV 

2R(a 2 + b 2 ) 5n 


d 0 


da 


现圆环具有电流/，由毕奥-萨伐尔定律通过计算得到这一电流在圆环轴线即 z 轴上一点的 
磁场为 


v M )/ b 2 

2 ( z 2 + b 2 ) V2 


故 m 在磁场 &中的 能量为 


b 2 




m 


2 ( z z + b 2 ) V2 


而其受到的磁场力为 


9^ a 2 b A m 2 V 
4R { a 2 + b 2 ) 5 


dW 


- m — B [\ 


F =- 


dz 


dz 


讨论和说明 

1) 式中磁矩 m 以肌 2 出现，可见结果与 m 的正负号无关. 

2) F 和 i? 成反比关系，可见对导电圆环是绝缘体情况及= 00, F = 0; 对导电圆环是超 
导体情况及= 0, F = co . 出现无穷大是因为忽略了圆环的电感- 

3) F 和V成正比，因速度沿负 Z 方向，式中的正号表示磁偶极子受到的是阻力.若速 

度反向，则V反号，相应 F 也反号，这时磁偶极子受到的仍是阻力. 

办的情况，对磁偶极子来说，线圈对其作用也可视为一个磁偶极子，这种情况 


4) 


》 


下计算可以简化很多 • 

另解从能量角度考虑.磁偶极子运动受到的阻力消耗的动能转化为导线圈中的焦耳 

热损耗.由此关系可确定磁偶极子运动受到的阻力. 

将磁偶极子看作两个相距为 Z 的正负磁荷 ^ n 、 ―如 ，于是磁偶极子在圆环内产生的总 


磁通为 


2nR ^(1 - cos 0 X ) - 2 tiRI (1 一 cosO ^) 

4 n ^ 


/ A)^m 


4 nR ^ 

(cos 0 2 - cos 4) 


/ A)^m 


2 
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一 CL H - 


一 fl —— 


2 


2 


m 


1/2 


1/2 


2 


厶 2 


+ b 2 


-a + — 


+ 


— d - 


2 


2 


b 2 l 


~2~ (a 2 +b 2 ) 3/2 


一 a》/ 


b 2 


M ) 历 

"T" (a 2 +b 2 f 2 


此结果与解法一求磁通的方法得到的结果相同.由此知导电圆环中感生电动势为 

d0 m d0 da 

da dt 


3r 2 ^i 0 maV 

da 2(a 2 +b 2 ) 5 


d 0 


= - V ^ — =： 


£ = — 


n 


dt 


故导电圆环消耗功率为 


。_ 9/4 a 2 b A m 2 V 2 

■ ■ ■■_ ™ 1 

R 4(a 2 +b 2 ) 5 R 

这个功率即等于磁偶极子损失的功率巧 = FV . 故磁偶极子受到的必是阻力，其大小为 

F P WW 


2 


e 


2 


m 


V 


而其方向沿 z 轴正方向(与磁偶极子运动方向相反) 


2.94 在磁场中电流圈与磁偶极子受力的不同 


2.94 在磁场 J ?( r ) 中，作用在磁矩为//的电流圈上的力为 F =(// xV ) x & 另一方面， 
作用在磁偶极子//上的力为 F =(// •▽诏 .（ a ) 利用矢量分析，展开作用于电流圈上的力，磁 

场为局域源的场.试讨论上面两个表达式是不同的 . 0) 设计一个实验，利用外电磁场，从 
原理上确定原子核的磁矩是由电流产生的还是由磁荷产生的. 

解 （ a ) 对电流圈，展开其受到的作用力 




对局域源外磁场忍 ⑺， V VxB ^ Q , 则上式进一步化为 

F = ▽(" • J ?) = (// - V)fi + // x (V x fi ) 

比作用在磁偶极上的力多了 A X (▽ X «) 项.故二者是不同的. 

( b ) 设已知核的磁矩沿 z 方向，沿此方向加入外磁场丑= 5(2)6,则由/^ =(//><▽) 

力为0;而由 F =(//.▽) 忍，力不为 0. 因此从原则上讲，测量在此外磁场下受不受力可以 

判断磁矩是因电流还是因磁荷而产生的. 


X 


2.95 带电粒子平行于均匀带电直导线运动的条件 


个带电荷9的粒子以速度 V 平行于一均匀带电的导线运动.该导线的线电 


2 
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荷密度为弋并载有传导电流如题图 2 . 95 所示.试问粒 

子要以怎样的速度运动才能使之保持在一条与导线距离为 
Y 的平行直线上？ 


在离导线; K 处，由 
及轴对称性，可得 


dl = 


A 


E ( r ) = 


2 ns 0 r 




B { r ) = ^- e e 


2 nr 


题图 2.95 


电荷受力为 

^ = F 0 +F m=^ E + ^ V 


qX 


2 nr 


v {- e r ) 


2nSnr 


依题意，为使粒子继续沿 z 方向运动，此径向力必须等于 0 ,即 

q 又 

-V 


= 0 


2 %€ r,r 2 nr 


故 


Ac 


X 


^ oMo 1 


2.96 带电粒子在时间无关的电场和任意磁场中运动 


题 2.96 —个质量为 m , 带电量为 g 的粒子的洛伦兹力公式为.⑻证 

明如果粒子在一个独立于时间的电场 £=- V # U ， y ， z ) 和任意的磁场中运动，则能量 

_ 

v 2 +^ = 常数 .（ b ) 设粒子沿 X 轴运动，且电场 E = Ae 


-t/r 


A 、 r 为 常数. 又设在 


Uii 


2 


_ 是常数吗，简要说 


轴上磁场为零，且 40 ) = i ( 0 ) = 0 ，求 x ⑺， （ c ) 在 ( b ) 中，- 


2 


明原因 


( a ) F =mv = q ( E + VxB ), 故 


( mv - qE ) = qv 


可见 


(mv - qE ) = v • (v x B)q = 0 


又 


(I 2 ^ 

I —mv ~^ q<p \ = 


d 沴 


d 


v + qv-V^ 


vv + q 


v 


m 


m 


dt 


dt 


(mv + g ▽ 多 ）=v * (mv -^£) = 0 


所以 一 mv 2 + q + = const 

2 

⑹磁力与 V 垂直，粒子被限制在 X 轴方向运动，故/^丄心，所以有 





静磁场和似稳电磁场 


205 


一 "r 


mx-qE = qAc 

mdv = qAeT t/r dt 


注意 v (0) = 0 ， 故 mv = - qArcT t,T + qAr 


At 


dx = qAriX -^ t,T ) — 


注意 40 )= 0 , 故 


2 


2 


qAr 


t qAr 


-t/r 


x ( t )- qAr 


e 


qAr 


(t + TC~ t/r -T) 


qAr 


[( t - T ) + TC ' tfr ] 


m 


-^ cAe -& 不是常数，实际上 


2 


(C) — 


V 


2 


)1 - qA^—(t -t + re _ " r )e ~ l 
」 m 


H? (i 


-tit 


-tfT 


2 


-qxAc 


-e 


v 


2 


d f 1 


2 


一 "r 


显然，+ 


本 0 


-qxAe 


V 


dtV 2 


2 . 97 磁偶极矩为 M 的粒子在与 M 反平行的 M 0 磁偶极场中运动 


2.97 质量为 m 、 磁偶极矩为 M 的点粒子绕一固定磁偶极子(位于圆心)做半径为 R 
的圆周运动.固定磁偶极子的矩 A / o 与 M 相互反平行，且都与轨道平面垂直 .（ a ) 计算轨道 
磁偶极子的速度 V .( b ) “对微小的扰动是稳定的吗?”加以解释(仅考虑平面运动) • 

( a ) 圆心处 Mo 磁偶极子产生的磁场为 

n _Mof 3( M 0 - r)r M 0 


5 


471 


t 则做圆周运动的粒子受力为 


F B 

注意 M ‘ M q =- M 0 *r = M - r =0, 故此力 

3^ MM 0 


r—R 




4 


4 nR 


为引力，它保证点粒子做圆周运动，故其应与向心力平衡，即有 

3/JqMMq 

R 4 tzR 4 


2 


V 


得粒子速度为 


3/JqMMq 


V = 


4 


tHMli 


( b ) 对于在平面内偏离圆轨道的情况，轨道粒子的势能 
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MoMM 0 L 2 

-3- h - 

4nr 2mr 




4nr 3 


式中， L 是守恒角动量，第一项 
粒子的总能量为 


为 M 在磁场5中以半径为 r 的圆轨道上的势能， 


dr 


+ U(r) 


E = - 


2 


dt 


du 


0 , 


< o , 故 c /(/?) 为峰值，所以轨道是不稳定的. 


因 




dr 2 


dr 


2.98 中心棒发射的带电粒子的角动量和电磁场的角动量 


2.98 —个半径为\长为/的长螺线管绕以导线使其轴向磁场 


r<b 

r>b 


万 o 、， 


0, 


一个电荷为9的粒子以速度 v 垂直于半径为的中心棒发射出 

来.作用在粒子上的电场力为祕 =/( r ) e r , 如题图 2.98 所示.其 
中 t •&=(). 假设 v 足够大，并且粒子射出螺线管时，不发生 

碰撞 .（ a ) 当 r >6 时，求粒子对于螺线管轴线的角动量 .（ b ) 如 
果粒子离开棒前管中的电场为0,离开之后电场为 




题图 2.98 


2ns 0 lr 


E 




0, 


r<a 


计算电磁场的角动量，如果螺线管可以绕其轴自由转动，讨论其最后状态(略去边缘效应). 

( a ) 因为 v 很大，可认为粒子在射出过程中路径偏转很小.设产生的横向速度是 


，贝 ！I 


dv 


—— = ^vx 


m 


dt 


泊 E a < r < 日寸 




q 


dv 丄 =—B 0 v6t -— B Q dr 


是 


v 丄⑻ -B 0 dr = ~B 0 (b-a) 

J /i m m 


m 


所以粒子角动量的大小为 


(b) 


bv L (b) = qB 0 b(b - a) 


rxmv 


w 


考虑角动量方向应为 _ e z ， 最后得粒子角动量为 

7 P = -qB 0 b(b - d)e z 

( b ) 在粒子射出后，螺线管任意点的电磁场动量密度为 
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从而角动量密度 


g = e 0 rx{Ex B) 


一如 


2nl 


是均匀的.故电磁场总角动量为 


(b 2 -a 2 ) 




Jem = 灿 2 - a2 W = 

由于系统总角动量守恒，而幵始时总角动量为零，所以最后螺线管角动量为 
即螺线管将绕中心轴匀速旋转，旋转方向与仏成右手螺旋. 


2 




{ b-aYe 


2 


2.99 带电粒子入射到弯磁铁中的运动 


2.99 有一弯磁铁，磁极在^ = 土化处.它在中间平面上产生的磁场只与 z 有关，即 
- B x ( z ) ,这里坐标原点取在磁极缝隙的中心_问在中间平面外还有什么磁场分量一定存 

在？如果有一电荷为 e、 动量为户的粒子在中间平面里沿 z 轴方向入射，导出偏转角和位 
移: K 在磁铁范围内)以之为自变量的积分表达式(不必算出积分). 

因为磁极间没有电流，故 g(I 




B 




dz dx 


因此在中间平面外一定有艮分量 存在. 

带电粒子在磁场中运动时动能应守恒，因此速度大小为常量_设偏转角为 A 贝 1 J 


= VCOS 沒 


vsin 沒， 


v 




因此粒子沿^方向的运动方程为 


dv 


= eB^v 


m 


dt 


d 


(sin 沒 ）= ^5^ cos 沒 


dt 


dz 


eB 


eB 


cosOdO -— B x dz 


d 6 = 


dt = 


vcos〆 


p 


m 


不妨设粒子初始时刻位于坐标原点，速度沿 Z 轴正向，于是 


0 { z ) 


= 0 


故 


co % 6 d 6 = — B x dz r 


P 


和 


[ fJ >_ 


e 


=arc sin 


进一步我们可以求得位移; y 为 
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6 z r 


v^dt f = I vsin 汐 


vcos^ 


足 (zW 


P 


tan^dz = 


6 z f 


1/2 


B x {z n )^z 


P 


2.100 被极化的氢原子在磁场中受到的力和力矩 


2.100 一个无限长的金属导线沿 z 轴(即 jc = 0,^ = 0) 放置，并载有 沿 + z 方向流动的 

电流 /• 一束氢原子以速度 v = V (^， 从 JC = 0, y = b , z = 0 处注入.这些氢原子全部被极 
化使得它们的磁矩在; c 方向，即 p = 求由于金属线产生的磁场作用，使氢原子 

受到的力与力矩 .（ b ) 如果氢原子的磁矩沿2方向极化，即# = 你的答案将如何变 

化？ ( c ) 在⑻、 （ b ) 两种情形下，氢原子做拉莫尔进动吗？描述进动的方向并计算进动频率. 

由于氢原子是在 K 平面中运动，在此平面中，无限长载流导线产生的磁场为 


U 




€ 




27iy 


(a) 当// = 时，氢原子在外场及中的能量 


MqMe 1 


2ny 


从而氢原子受力为 


MqMe 1 

w _ 


F=VW 


2 nb 2 




y 


氢原子受力矩 


L = /I x JJ = 0 

= 0. 所以受力 F = 0. 受力矩 


( b ) 当 = 心时 ， W 


MoMh 1 


L = /ix 


2nh 


(c) 由于在 ( b ) 情况中氢原子受到力矩的作用，由原子物理可知，将产生拉莫尔进动 
矩与氢原子角动量之间的关系为 




g 是朗德因子，而角动量的变化率是氢原子所受的力矩 


dM 


= L 


dt 


对本题 


- = Mo) 


dt 


即为进动的频率.从而可得 


L 一 一 邙 W 

M 2nbM 4nbm 
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进动方向从正 x 方向看应为逆时针的 


2.101 真空金属室悬挂的磁化铁球被充电后发生的变化 


2-101 一均匀磁化的铁球半径为/?，通过一根绝缘线悬挂在被抽空的大金属室的顶 
板上.磁铁球的北极向上南极向下.球被充电，它相对室壁的电压为 3000 V . ( a ) 这个静系统 
有没有角动量？ （ b ) 电子沿极轴径向射进金属室内，中和了铁球一部分电荷，这时球将发 
生什么变化？ 


U 


选取坐标系如题图 2 . 101 所示 


题图2,101 


( a ) 这个系统有角动量. 

( b ) 设小球磁矩为 m , 方向沿^轴.则球外磁感应强度为 


「// 


4 n 


设小球带电量为 G ， 则球内场强为零.球外电场强度为 


Q 


E — 


4rcf 0 r 


由此空间电磁动量密度为 


一 QfJL^m sin 0 

1 6tc 2 厂 




角动量密度为 


fj^mQ sin 0 

167i 2 r 4 




由对称性可知总角动量只有 z 轴方向分量， 总角动量 J 为 


/^mQsin 6 
I 6 n 2 r 2 


2n 


dOd(pdr 


^mQ 2 mV 
一 6 nR 3 C 2 

式中， v 是小球的电压，当电子沿极轴方向射到球上后， （ 2 会减小，因而电磁角动量也会 
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攀 


减小，但总角动量守恒，故球会绕极轴转动，转动方向与极轴成右手螺旋. 

转动角速度为 


^mAQ 2m AV 


AJ 


6nRI 


3C7 


式中， / 为球绕极轴的转动惯量， Aj 2, 分别是球的电荷变化和电势变化，它们为负值. 


2.102 轴线方向流有均匀电流的圆柱体对电子束的聚焦 


2.102 一 个长为 L , 半径为的圆柱体中沿其轴线方向有均匀电流通过，如题图 

2.102 所示.⑻求圆柱体内各点的磁感应强度的 

方向和大小(忽略端点效应 ).（ b ) 有一髙能粒子 
束，每个粒子具有平行于圆柱体轴的动量 P 和正 

电荷1从左边撞击圆柱体的一端，证明通过圆柱 
体后粒子束聚焦在一点，并计算焦距(假设圆柱体 
的长度远短于焦距，作“薄透镜”近似.略去圆柱 
体材料本身对粒子束的减速和散射). 

( a ) 由对称性知磁力线为以圆柱体的轴线为中心的同心圆，圆面与轴垂直，沿电 

_ 

流/方向观察时，忍的方向是顺时针的，由安培环路定则得 


粒子束 


题图 2.102 


2nrB(r) = /^nr —— - 

nR 


所以 




0 


2nR 


( b ) 考虑该粒子束中距离圆柱体轴线为 r ( r «7?) 的一个粒子，它所受到的磁场力为 

qVxB = q(V {] +V ± )xB = q(-V l{ Be r + V L Be z ) 


F 




该粒子在圆柱体中运动 dz 横向动量变化为 


dz 


dP x = F ± dt^ -qV ll B(r)dte T = -qV {{ B(r)—e v - -qBdze r 

V \\ 

_ 

由此可见粒子的横向运动受到“聚焦力”作用.由给定的条件，圆柱体长度远短于焦距.可 
认为粒子在圆柱体中运动横向位移很小，只获得横向速度(动量).这个横向动量如下 

P^-P T = [ dP ± = f qBdz 


上面的积分中，由于粒子横向位移很小，5 =执 r ) 视为不变，故 

m ILr 


P r — qBL = 


2nR 


与 r 成正比.当粒子离开圆柱体运动到轴线位置时，沿轴线方向的位移为 


P 


f ^V：=t P 丄 


P r 2nPR £ 

m ILr 一 m IL 


2nR 
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/与 r 无关. 表明粒子束中所有粒子通过圆柱体聚焦在一点.而上式中 


2nPR z 

m lL 


f 


即为所求的焦距. 


2.103 长方形水平电磁极的边缘场对粒子束的纵向聚焦 


2-103 一 个长为/，宽为 W 的长方形水平电磁极，其磁场的主要分量是垂直的. 一 
束平行的粒子束速度为 V ， 质量为 m ， 电荷为1进入磁极时， V 与水平面平行但和中线成炉 

角.粒子束的垂直长度和磁极间隔是可以比较的.粒子以和中心线成1角出射，这样偏转 

角为2炉(题图 2. 103⑻和题图 2.103( b )). 证明磁场的边缘效应对粒子束有纵向聚焦的作用， 
并近似计算出焦距. 


侧视图 


俯视断面图 


(b) 


⑻ 


题图 2.103 

因为磁极是有限的，边界处的磁力线如题图 2.103 所示.在边缘处，假设不考虑 y 
分量，磁场将只有$分量.由 Vx 5 = 0, 将有 

dz dx 

假定边缘效应的宽度为 I 对入口处，艮从0增到5,在一级近似下的氏而对出口 


b 


在入口处粒子速度 vsvcos ^^+ vsin ^^ ;岀口处， 


处，氏从 S 减为0,故 S 


JCOUt 


* 


b 


粒子速度 v = vcos 〜 JC - vsin ^^，因此在入、出口处粒子都受到一个靠近中轴线的沿 z 方向 
的力，力的大小均为 


qvBz sin <p 


F = 


b 


这个力使粒子得到一个纵向动量，粒子在边缘宽度 * 所用的时间 


b 


At = 


vcos<p 


因此纵向动量近似为 


P z = F z At = qBztan<p 

/^对粒子将起纵向聚焦的作用.在町平面中粒子的横向动量为/ > = mv ， 设聚焦的焦距为/ 
(从入口处算起)，则有 
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mv 


P 


2qB\2CH(p 


在磁铁间的运动方程是 


dv 


= q、B 

dtp qB 


dt 


dt 


a? 


当偏角炉很小时，可近似认为在士路程中，粒子所用的 


2 


—2 


因此近似有 


qBl 




2 mv 


代入焦距/中，近似取 tanpa ^， 得 


m 


q 2 B 2 l 


2.104 带电粒子在水平电磁极磁场中的运动的偏转效应 


有关尺寸如题图 2.104 ⑻和题图 

2.104( b ) 所示.引人一坐标系，使 x 轴与磁场平行， y 、 z 轴平行于磁极面的两边，并选取义= 

0的面与两磁极面等距.设一电荷为 g 的粒子，其动量为 P ， 方向与 z 轴平行，离中心面义= 
0的高度为 jc ， 入射到磁极面之间的区域 .( a ) 粒子通过磁铁后，在只平面的偏转角&近似 

等于多少(假设/ 1 »分见)？⑻证明粒子通过磁铁后，在双平面的偏转角 A * 9 2 y x!L. 这里 
4 即⑻所 求得的偏转角 (提示 在及 平面，这个偏转是由于边缘效应 ). ⑹讨论⑻的偏转 

效应，是使轴外粒子聚焦还是散焦？ 

对本题所用坐标系，粒子在磁场中所受力的各分量为 


2.104 有一长方形磁铁，极间为均匀磁场 


侧视图 


顶视图 


® B 0 


(a) 


(b) 


题图 2.104 
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F x ^^ q ( v y B z - v z B y ) 

F z =^( V x B y~ V y B x) 

(a) 在极面间，只有均勻场取)，粒子的运动方程为 


F 


y 


dv 


= -qv z 


dt 


= vcos 0 ^ 而 0 是在 yz 平面的偏转角，它满足公式 

dQ 1 = qvB 0 

"5T 一 p 


式中， 


—v sin 巧， 


v 




因此有 


^dz 


qvB 0 


dO l = 


6t = 


P 


Pv 


cos 的叫 


cos ^ d ^ 


P 


两边积分得 


一 qB Q L 


sin 見 = 


P 


或近似表示成(因 


qB Q L 


e 


p 


(b) 可认为 S y ~0, 边缘效应出现尽分量，粒子的运动方程为 


dv 


= 一％ 


dt 


v , dz ^ vdt ,故上式化为 

^2 _ u 


- v <9 z ， 


而 v 






dt 


P 


q ^ o L 


’可有 


而由尸 = 


e 


⑽ 1 


dz 


=— 


因此 xz 平面的偏转角为 


1 > 2= -旬 


dz 


- 


在出口缘上 B x - B 0 ,取环路 ABCD (题图 2 .104(a)) 由 

dl — 0 

j U B z dz = j B z dz ， 九 B x dx» 0 


dz = 0, 
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可求得 


B z dz - -xB 0 


故最后得 


0 


Ux 


L 


(c) 不论 x >0( 这时士 >0) 还是 x <0( 这时&<0)，粒子均向中心偏转，因此 ( b ) 的效 

_ 

应是聚焦效应，焦距/为 


P 2 


/ 


q 2 BlL 


e 


2.105 置于均匀磁场稀释悬浊液中的粒子取向能量及所受力矩 


一个抗磁性的各向异性圆柱形粒子的稀释悬液置于均勻磁场 H 中.粒子沿 
其长轴平行于磁场排列.粒子具有柱对称性且磁化率张量为 x x ^x y <x z <0 9 假设悬浮液 

的磁化率可以忽略不计 .（ a ) 粒子的 z 轴初始时与磁场成角，求取向能量是多少？ ( b ) 在 
( a ) 中，作用在粒子上的力矩是多少？ ( c ) 粒子沿磁场方向的排列受到布朗运动的阻碍.当粒 
子在液体中转动时，受的黏滞力为 ^ = 10 

如果粒子初始时沿磁场方向排列，去掉磁场， 10 s 后分子轴偏离原排列方向的角度的均方 
根值是多少？已知悬液温度 r =300 K . 

解 （ a ) 在粒子坐标系 xyz 中，磁场 B 为 




—10 


/s. 粒子的转动惯量为 HT 15 


cm 


IM1 


= R sin 0 cos <pe x + BsmOsimpe y +Bcose 


当 


远小于 1( 一般都这样)时，可认为粒子(即小元柱)内部的磁场也为磁化 


强度 


M = x 


Mo 


设小柱体体积为 V ，则取向能 


E = M 


V 


Mo 


B 


V 


B r B z ) 


R 


M ) 


B 


V 


B 2 Z ) 


Mo 


V 


— [x x (B 2 x +B 2 y ) + x z B 2 z ] 




A ) 


y 


(x x B 2 sin 2 9 + x z B 2 cos 2 9) 


Mo 
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( b ) 作用在粒子上的力矩 r 为 

dE V 


2 


[x x - 2 sin 汐 cos 0 + x z *2 cos 沒(一 sin 0)]B 


T =— 




30 


Mo 


= 々 (Jc z -xJsin2i9 


Mo 


( c ) 粒子转动满足方程 


2 


d "6> 


d 沒 


_(〒 + F ⑴ 




2 


dt 


dt 


F ⑺是无规作用力 . 注意 


d 2 0 2 


2 


^ 20^+200 


2 


dt 


故 


1 d 2 0 2 

2 dt 2 


An 

CO^- + OF(t) 


» 


2 


—Q 




dt 


或 


1 . d 2 0 2 

—— 1 - 

2 dt 

将上式对粒子求平均，因为 Wit ) =0,故有 

1 T d 2 ¥ , 1 以 2 n 

— /— - —I — C - 10 = 0 

2 dt 2 2 dt 

由能量均分定理，可知故有 




2 


2 


2 


d 2 0 2 f 

d ?~ + 7 Tr 


2 


2 KT 


— 0 




故 




2 KT 


e 1 


C 待定 


t + CQ 1 ， 






这里， 0 不能限制在 [0, 71 ] 之间，要考虑进分子绕磁场转过的圈数 

因为 r = 0 时歹= 0,故 c = 0, 所以 P 


2 KT 


t f t - 10 s 时 




2 xL 38 x 10~ 23 x 300 


2 


-3 


e 


x 10 = 8.28 x 10 


-17 


10 




0.091 rad = 5.2 


O 


2.106 相互垂直的电、磁场中电子的运动 


2.106 —个低速电子被引入到相互垂直的电、磁场中，即 E = Ee x ， 

子的速度满足什么时，电子以恒定的速度运动？ ( b ) 考虑一束速度任意分布的电子同时入 


( a ) 电 


e 


ij 


Z 
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射到一个和电场垂直的平面内，试问经过多少时间，这些电子又同时回到此平面内? 

( a ) 要使电子的速度恒定，必须作用在电子上的合力为零，即 


心一 4 = — cEc 


X 


= - eBvxe z ， 故立刻可知 


而 


-ev x 


E 


( 1 ) 


v = — 


e 


y 


( b ) 不失一般性，设？ = 0 时刻所有电子都在; yOz 平面中，设电子的初始位置(0,凡， z 0 )， 

v 0 z ). 在任意 r 时刻，电子的运动方程是 


初始速度为 (Vac 


VOy 


dv 


( 2 ) 


= - e(E + Bv v ) 


y 


dt 


dv 




(3) 


= ev^B 


dt 


dv 


(4) 


z 


= 0 


dt 


，则式 (2)、 式 (3) 可合写为 


令 


V. +1V 


y 


X 


dv + 


(5) 


=-eE + ieBv 


dt 


式⑶的解为 


E 


ic&t 


⑹ 


v t =ce 


B 


eB 


代入初始条件，求得 


式中， 


0 ) = — 




m 


E 


⑺ 


"I- 


+ 1 


c = v 0 


V 0 


X 


y 


B 


则最后得 


E 


+— sm mt 


=V 0jc COSQrf- V 0 


V 


y 


E 


E 


( 8 ) 


+ i \ V Qx $ ma)t + \ V Q 


COS 6)t - 


y 


B 


B 


因此得 


E 


(9) 


v x (0 = v 0 


+ — sin eot 


cos cot 一 


v o 


y 


B 


E 


E 


( 10 ) 


(0 = v 0 


sm cot + \ v Qy +— I cos of - 


V 


y 


(ID 


(0 = v 0 


V 


Z 


z 


再积分一次，得 


E 


E 


v 0x 


( 12 ) 


x(r) = 


coscot 一 




sin cot + 


— v o 


^ r oy 


y 


B 


B 
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E 


E 


v o 


v o 


(13) 


y(0 = 一 


COS 0)t + — 


+ — sin cot - 1 + 


+ Jo 


v o 


B 


B 


CO 


6 ) 


0) 


(14) 


z(t) = z 0 + V 0z t 


2im 


(« = 1， 2,…），即经过 ^ 的时间，电子束可同时到 


由式(12)，如使冲 ） = 0,要求 f = 


0 ) 


Q ) 


& yOz 平面. 


2.107 两个相同带电粒子在磁场中运动受到磁场力 


2.107 —个带有 +10"^ 电量的粒子以 1300m s' 1 的速度沿着纸的平面在磁场中向 
右运动，它受到一个垂直纸平面向外的力，力的大小为 F 1： =2.4 xl ( r 3 N i 方向如题图 

2.107 ⑻所示.同样的一个电荷以 1300m_ S q 的速度在同样的磁场中垂直于纸平面向内运 
动，受到力的大小 SF 2 =2.6 xl ( T 3 N ， 方向如题图 2.107( b ) 所示 • 由此求出磁场的大小和 




方向_ 


©Fi 




(a) 


® 




f 2 


(b) 


mm 


2.107 


解根据带电粒子在磁场中受到的洛伦兹力 

F = qVxB 

由第一个条件可知，磁场的方向与纸面平行，由第二个条件可知，磁场与第一个粒子的运 

动方向夹角为 67.5°. 所以 


2.4x10— 


1300 sin 67.5° 5 = 


^6 


10 


B = L 998 T 


2.108 在电磁场中运动的电子位置和速度随时间的变化及电子的运动轨迹 


2.108 某空间有电磁场，磁场和电场分别为忍=(屯 '， 孕）= (0, 0, B ) 、 
£ = (0, E 0t E 0 sin cot) , B 和 £ 0 都为 常数. 一电子初始时刻静止于坐标原点，取非相对论近 
似_求电子关于时间的位置和速度的函数，并讨论电子运动的轨道. 




电子所受洛伦兹力为 




F = 一 eE -evx 


--eE 0 (sino)te z +e y )-eB(v 


_ v 
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得到 


eB 


匕⑺ = 一 


(0 


⑴ 


v 


y 


eB 


(0 = — v x (0 - eE 0 


( 2 ) 


V 


y 


-eE 0 sm cot 




(3) 


解微分方程组中的式 (1)、 式 (2) 可得 


eB 


E 0 


eB 


v x (t) = Acos 


t +5sm — 1 + 


B 


m 


式中， A 、 s 为待定常数.式⑴给出 


eB 


eB 


(t) - Asm —— t-Bcos 


t 


v 


y 


m 


因为 


Eq 


(0) = v y (0) = 0=> A =— 


B = 0 


v 


B 


所以 


E 0 


eB 




eB 


v x (t) = - 


(t) = - 


cos 


V 


7 


B 


B 


m 


m 


解式 (3)， 并由初始条件 v z ( o )= o 可得 


e 


e 


v ,(0 = 


Eq cos(a)t) - Eq 


mco 


mm 


则 


Eo 


eB 


t -1 




COS 


B 


m 


E 0 


eB 


⑺ 


rrn 


s 


eE 0 


v z (t) = — - (cos cot - 1 ) 


Q ) 


对上式积分，再由初始条件 x (0) = y (0) = z (0) = 0, 即得 


E 0 


eB 


Til 


= 一 


sm 


2 


eB 


E 0 


Be 


t 


y(0 = 


cos 


2 


eB 


e ^o 


eE 0 t 


z{t) = 


sincot 一 


2 


0) 


mco 


电子的 Z 方向的运动为一匀速运动和振荡的 叠加. 若尽)>0,则匀速运动方向沿负2轴_在 
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五0 


eB 


m 


xOy 平面内电子的运动是半径为 


频率为 I 的圆周运动与沿 x 方向速率为 


的匀 


eB 2 


B 


速直线的运动的叠加.可见电子运动轨迹是一条复杂的空间曲线，它在 xOy 平面的投影为 
一条 摆线. 


2.109 载有变化电流的同轴导体棒与圆筒装置的电、磁场及粒子运动方程 


题 2.109 某装置包含一个半径为 n 的长的导体棒，外面同轴地围绕着细的半径为 r 2 
的导体圆筒.一个沿导体棒分布均勻，但是随时间变化的电流/从导体棒内流过，同时 ，一 
个相等的电流从外围的导体筒流过.请分析这个装置： （ a ) 对于任意的 r ， 磁场忍的大小和 
方向如何(假设导体的长度远大于半径)？ ( b ) 对于任意的/*，求出矢量 A 的大小和方向 .( c ) 对 
于任意的 r , 求岀电场强度五的大小和方向 .（ d ) 质量为 m ， 带电量为 g 的离子在该装置中 

所受到的力如何？请写出离子的运动方程 • 

解取柱坐标 (『， A z )， 使 z 沿导体棒轴线方向. 

( a ) 由对称性可知，磁感应强度方向沿角向，即5 = 5%.由安培环路定理可求得 

D _ W 


0 < r < rj 




2nr x 


= Mo 

2nr 




= 0 , 


r>r 2 


( b ) 磁矢势 A 满足 ▽><>! = B ， A 本身有规范不定性，我们不妨取、=0， A p ^0. 而 
A z * 于轴对称性，可取为 4= A z ( r )， 再由规范不定性，取 AJ 0) = 0. 再取一矩形回路，长 

边为 I 沿导体棒轴线， 宽为 r. 这样将 ▽ x A = B 写为积分形式得到 M z ( r ) = / 厂 B(r)dr ,或者 
A 々) = J ■: 


B(r)dr ,由此得 


〜-0， 


r<r x 


Mo 1 1 


— h In —， 


4 = 


r x <r<r 2 


2k 2 


/VI 


r 2 


二 + ln 夂， 


4 = 


r>r 2 


2n [ 2 


r i 


可验证上面求得的 A 给出 ▽ x >1 = B ， 也就验证了 A 的正确性* 

( c ) 由麦克斯韦方程 = - @，类似于 ( b ) 的求解得电场方向指向 z 方向，即 

ot 

£必=0， E p =0， 当 / i < r < r 2 时有 
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攀 


dl 


Mor 


E z (r) = E 0 - 


dt 


4nr x 


dl 


Mo 


- + ln- 二， 

h dt 


E z (r) = E 0 - 


r x <r<r 2 


2n \ 2 


dl 


Mo 


r 2 


二 + lnz 二， 

r \ ^ 


砂） = 五 0 一 


r > r 2 


2tt^2 

式中，为 r = 0 处 Z 方向的电场强度. 

( d ) 根据洛伦兹力公式 + 写出粒子的运动方程如下 


dl 


- + ln-|—+ ^/v r 

r x j dt 2nr 


m 


= qE z + qv r B = qE 0 一 


2n 2 


m 


Iv 


= -qv z B = 一 


2nr 


假设带电粒子从^处逸出，初始速度为0,则粒子首先受到 z 方向的电场力，所以沿着 
Z 轴运动.此后又会受到磁场力，磁感应强度方向沿角向，电场强度方向沿 Z 方向.已知粒子 
沿角向不受力，又有粒子沿角向初速度为零，所以粒子角位置不变，局限在 Z - r 平面内运动. 


2.110 电子在时间相关的轴对称磁场中运动. 

2.110 考虑一个电子在时间相关的轴对称磁场(其中 B e ^0)中运动，已知拉格朗日 


函数为 


1/2 


=V x A 


+ eV^A ， 


L = -me 1 


问必须满足什么条件才能得到一个圆轨道，其位置和半径为与时间无关的 常数. 电子在该 
轨道上的角频率和能量是多少？并研究圆形轨道的稳 定性. 假设轨道附近的场的形式可表 
示为 B z = B 0 (r 0 / f) n ， 其中 尽是平 衡轨道 r=r 0 上的场的瞬 时值； z 轴是对称轴， n 是正数， 
并且趴 r ， z ， 0 = B(r, z)T(t) ,假设在一次转动所需的时间内，外场随时间的变化很小.证 

明： （ a ) 如果 m >1， 轨道对径向振动是不稳定的 •（ b ) 径向和垂直振动的频率的平方和等于 
平衡轨道的粒子回转频率的平方 • 

证明⑻采用柱坐标，因为馬=0,可以选取磁矢势 X 使得只有4取非零值，而 


9 A , 


1 d 






«• 


dz 


dr 


根据拉格朗日函数写出关于 r 和0的方程 


- 1/2 


- 1/2 


d 


( 1 ) 


云 ( 外 ) 


= mrO 1 一 


mr 


dr 


dt 


一 1/2 


d 


( 2 ) 


+ erAg = 0 


mr 0\l-^r 


dt 


对圆轨道^0,于是方程 (1) 化为 
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— 1/2 


r 2 0 2 


d 


mrO\ 1- 


(3) 


+ e-(r^) = 0 


2 


©r 


c 


而方程 (2) 化为 


- 1/2 


rW 


mr9\ 1- 


(4) 


+ eA^ — 0 


2 


C 


其中积分常数已取为零.消去方程⑶和⑷间正比于 m 的项，给出 


(5) 


dr 


可见在电子轨道 (〃= r 0 ) 上 




B z (r) = 


云 ㈣ ) 




dr 


r o 




r=r 0 


r-r Q 


从手 Ad/ = 


所以 4 U =# z (/5), 


d 4 得出 


R 


MR) = ^h 2 刪咖 


这样方程⑶变为 


<5. > 


⑹ 


A( r o) = 

式中，<4 > 是轨道圆面上尽的平均值， 1*0 是轨道的半径.加上这个条件，也可以得出在 
轨道的平面内私= 0,以保证 i = 0. 由方程 (3) 得到的角频率6是 


2 


2 




2 


(7) 


0 = —o) 1 + 


2 


C 


式中 ， (o = eB Q lm . 粒子的动能为 


2 


2A2 


r 0 2 历 


2 


2 


2 


2 


E = 


c 


C 


2 


2 


C 


C 


现考察轨道的稳定性.假设电子的运动与圆轨道在径向有小的 偏离. 假设 K 0 的解由下式给 


出 


H 《 1 


^ 々（1 + 左(,)） ， 


我们仅取^的最低阶，方程⑴的左边为 


2 一2 


r 0 历 


¥ 


m 


c 


而右边变为 


a 


e0 —(r^)-^ 


0r 


当用方程 (2) 时，这就是按 f 展开. 现在从下式计算4 
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n 


r o 




B z 




dr 


而 


^ B o r o 

(n ^2)r nZ 


k 




r +_ 


式中，々是常数，可由下式得到 




0 




dr 


n 0 


于是 /: = 5 0 r 0 2 (n —l)/(n — 2) ，按 s 展开 


a 


— ( r ^o) 一 4 = -B 0 r 0 (n-l)s 


dr 


在这些小的振荡近似下，方程 (1 ) 变成 


2—2 


2 


" 0 仿 


(n — l)s 


8 = — 


r o 


2 


C 


c 


利用方程 (7 ) 上式变为 


2 


(0 (l-n)s 
l + r 0 2 o 2 Ic 1 


⑻ 


= 0 


€ + 


所以当 《 >1 时，径向振动不稳定 . 

(b) 上式仅当 n<l 时有束缚的正弦解.对这种情形径向频率叫由 


2 


0 ) {\-n)£ 

l + r 0 W 


(9) 


< y r = 


给出 . 对于在 z 方向上的小振荡，可根据拉格朗日量写出关于 z 的方程 

d(mz) 


= er0^ 


dz 


dz 


得到 


1/2 


2 一 2 




e 


( 10 ) 


= -一 B x (z)r Q 0 


1 + 


z 


2 


C 


c 


为了求得矣 (z )， 注意到轨道附近有 


啤 dS 0 二 Q 


(V x B) $ 




d0 dr 


因此 


dB r dB z _ nB 0 

---- -—— 

dz dr 

再由 z = 0 ， B r = 0 ， 得 B r = -mB 0 z/r 0 , 代入到方程 (10) 中，得到 


r o 


2 


nzo? 


= 0 


l + r 2 o) 2 /c 2 


因此 


2 


na> 


2 


2 


2 


2 


= 0 


6 ) 


l + r^co 2 /c 2 ’ 


Z 


Z 
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2.111 电子在周期性磁场中的运动 


2.111 波荡器是自由电子激光装置中的基本 

器件，具有周期性磁场的磁铁结构，如题图 2.111 所 
示，其磁场为 B = (0, B 0 cosk u z , 0) ,而磁场周期为 

\ = 2 nfk ^ . 一束能量为 r 的极端相对论性电子以初 

始速度 (0, 0, v z ) 通过该装置 • 以电子进入波荡器中的电子束 

距离 z 为变量，试求出电子的速度随 z 的变化. . 

利用洛伦兹公式 

F — —eV x 


波荡器 


dV 


Au 


r— 


m 


dt 


题图 2.111 


而 


= - v z B 0 cos ( k u z)x + v z B 0 cos ( k u z)z 


Vx 


所以 


e 


( 1 ) 


B 0 cos ( k u z ) 


= — V 


X 


Z 


7 


( 2 ) 


= 0 


v 


y 


e 


(3) 


fi 0 cos(A: u z) 


V 


V 




x 


z 


r 


因为 V X 满足 


dv„ dv 


X 


X 


- V 


Z 


dt dz 


代人式⑴，所以 


dv 


e 


= —— B 0 cos ( k u z ) 


X 


dz 


r 


因此 V X 可以表示为 


42a 


eB 0 


c 


u 


sin(A: u z) 


&m(k n z )= 


V 


x 


yk 


7 


w 


u 


其中 


e 


o 


a 


^Jlrnck 


U 


U 


又 


所以 


A - 


^1 一一 


2 


考虑到 
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2 


01 = Pi ^^-sin 2 (A: u z) 


7 


因此 


^[l + 2^sin 2 (^ u z)] = l-^ 


[l + al-al cos(2k u z)] 


A =1 一 


2 


所以 


VZd 


C 


u 


Px = 


sm(k u z) 


r 


2 


2 


l+a 

2 r 


a 


u 


+ -^cos(2/: u z) 


2 


2, 


2.112 电子在周期性磁场以及光场中的运动 


2.112 —束能量为？/的极端相对论性电子以初始速度(0, 0, W 通过波荡器(见题 
2.111)，并且有一束激光入射使得电子同时受到光场作用，光场的电场为尽 ( z ,/) 

= E s e ikz - m ) x . 求电子在 f 方向的速度随电子进入波荡器中距离 z 的变化. 


解因为电子动量 P 的变化满足 dP = Fd /， 所以有 

- [-eE s — fi 乂 Bce]dt 


也就是 


d{rfi) = -[-E s -fixBc]dt 


m 


而电场和磁场满足 


94 


— V 沴 


E =- 


S 


dt 


VxC^+4) 

式中，4和4分别为磁场和外加光场的矢势.对于光场，可取库仑规范使得矢势为4， 

而标势为0,所以相应的电场为 






= — 


s 


dt 


所以 


p 


^Zx[Vx(^+^)] 

QAi：. 3Ai 


X 




z i+i ^ L y-^ Lz 

oz dy 


= p z : 


X 


0 Z 




而 4 ， 4 不显含 y ， 因此 


- 1 - \x 

dz dz J 




= ~Pz 


p 


fi z zxy 


X 




由上式可得 


dz dz 


dA 


e 


d(rfl )= -〒+嗔 


x dt 


dt 
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对方程两边积分，并且认为；^近似不变，则 

rP x 


m 


而 


如尝今严 


= 


dz 


所以 


e 


rP x — + 


0 


0 


m 


引人 （ 时刻电子所在位置 z = c /? j ，得 


e 


[你，0 + 4⑵] 


7 


2.113 简化的电子透镜 


题 2.113 题图2」13为一简化的电子透镜，是一个通有电流/、半径为的导线 圆环. 当 

nla 2 p 


时，此电流环产生的矢势为七= 

( a ) 在柱坐标 ( p ， 沒， Z ) 中写出该场中电 荷为分 的运 

动粒子的拉格朗日量与哈密 顿量. （ b ) 证明正则动量 
办为零，并导出6的表达式.在下面 ( c ) 与 ( d ) 小题中， 

可作如下 近似： 当粒子处于透镜附近时，磁场力 主导. 由于 P 很小，我们可以假定 

在相互作用区域近似为 常量， （ C ) 计算粒子通过透镜时动量的脉冲变化，并证明电流 


(^ 2 + z 2 ) 3/2 


攀 


像 


物体 


b 




Li 


题图 Z 113 


z »« ， 


2 


a muc 


( d ) 证明通过透镜后，像 


其中 / = F 


环的作用与一个薄透镜相似，即7 + 了 = 




* 


37 il nql 


o 


2a 


转过一个角度0 = -4 


3兀/ 


( a ) 在电磁场中，带电粒子的拉格朗日量为 

L — T — V 


2 


一 ~ ^ 


/WV 


2 


式中， V 为带电粒子的速度， < p 为电势， A 为矢势, 

柱坐标下 v = + p0e e + ie z , 题给 


Ina p 

(a 2 + z 2 ) 3 


A — 




/2 


而电势取为 


于是 


Ina 2 qp 2 

(fl 2 + z 2 ) 3/2 


L = —(p 2 + p 2 0 2 + z 2 ) + 


0 


2 
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由此求得正则动量各分量为 


dL 


P p =^r = rnp 




Iiia 2 qp 

( 7 T ?) 3/2 


2 




de 


dL 


P ,= 


dz 


最后，哈密顿量可表示为 


P p p + P 0 0 + P z Z 


-L 


H 




2 


Ina 2 qp 2 

(a 2 +z 2 ) 


P ) 


p l 


Pe - 


+ 


3/2 


p 2 


2m 


( b ) 由哈密顿正则方程可得6=0,即巧=常量.或 


30 


Ina 2 qp 2 

( a 2 + z 2 ) 3/2 


2 


=常量 


P e = mp 6 + 


对图中所示轨道，初始时粒子位于圆环轴线上 (P = 0)， 且：=0,因此巧 =()• 由巧守恒 
性质可知 A 恒为零.于是我们可求得6的表达式如下 


2 


Ina q 

(a 2 + z 2 ? n 


' — 


dH 


及 4=0, 可得 


( c ) 由哈密顿正则方程& 




I z n 2 a 4 q 2 p 

n(a 2 + z 2 ) 3 


» 


P P=_ 


或 


I 2 n 2 a 4 g 2 p 

(a 2 + z 2 ) 3 z 


dz 


dP .=- 


p 


Ull 


均可视作常量.由此求得粒子径向动量的变化为 


在相互作用区域/>«办， 


Z^M , 


I 2 n 2 a 4 q 2 b 




AP 


(a 2 + z 2 ) 3 


P 


u 


—co 


3nb 


2 


(Iqn) 




%mau 


Pi_b 


Po_b 

1 

u l 0 


T ，故有 


在像点处- 


由几何关系知，在物点处 




* 


U 


2 


3nb( Iqn 


b b 1 

— \ — 

/q /|' U 


p 


(Po-Pi) = - 


— — 


u 


ill 


u 


a 


uii 


2 


8 a 


u 


m 


f =— 

3n [ Iqn 


+ — = 


( d ) 由 ( b ) 小题 <9 的表达式可得 
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Ina 2 qdz 

(a 2 ~+z 2 f 2 u 






于是通过透镜后，像相对于物转过角度 


Ina 2 q 


1 


00 




A6> = - 


(a 2 + z 2 f 2 


mu 


― QO 


2Inq 


2a 


=-4 


3ti/ 


mu 


2.114 半导体方块内的电势满足的方程与普遍解 


2.114 在题图 2.114 中，一电导率为 cr 的半导体方块，其底面 (z = 0) 与一个电势 
彡= 0的金属板(其电导率 o ■- > 00 ) 接触. 一 条载有电流为 

J 的导体与半导体上顶面的中心连接.半导体 

^ = 0, : y = 6 的面均是绝缘的，顶面上除与 

导线连接处也绝缘.假定在方块内部，电荷密度 P = 0， 

p = ( a ) 写出在方块内部，电势所满足的方程与通 

解 .( b ) 写出所有面的边界条件，按此条件下确定 ( a ) 中解 


m 


x = 0, x 


a. 




e- 


的常数 


解 （ a ) 在方块内部，卢 (A y ， z ) 满足拉普拉斯方程 

V 1 攸 X ， y ， z)=0 

M ^( x , y , z ) 按直角坐标分离变量，有 


( 1 ) 


题图 2.114 


扒 jc ， ）；， z) = X(r)Y(y)Z(z) 


则方程 (1) 化为 


1 d 2 X 1 d 2 y 1 d 2 Z 
_ - --- 1 - 


( 2 ) 


Y~d^ + Z^~° 

由于式⑵中的三项分别仅为 X， Z 的函数，故每一项必须都等于常数，即 


2 


X dx 


1 

X dx 


=—CL 


2 


l d 2 y 

Y~dy 


2 


(3) 


- ~P 


2 


2 


1 d"Z 
Z dz 


2 


2 


式中， r 2 =a 2 +/3\ 式⑶的解为 


X = A cos ax+ B sm ax 
Y = Ccosfiy + D sin fly 

Z = Ee rz + Fe' rz 


故得 
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y ， z )- (A cos ax + 5 sin ax)(C cos fiy + D sin fiy ) 


(4) 


. E exp (^/ a 2 + y ? 2 z ) + F exp (-^/ a 2 + >0 2 z ) 


( b ) 由于在稳恒电流情况下，导体内的电力线总是平行于导体表面，故在界面上有 

8^1 0 ^ 


= 0 


(5) 


dx 




产 0 , b 


在2 = ^顶面上，边界条件为 


9^ 


b 


a 


( 6 ) 


-5 


= _E Z 


x —— 


， y-T 


= — 


2 


2 


dz 


a 


z=c 


又因 z = 0 底面为零电势面，即 


(7) 


♦{x 、 y ， 0 ) = 0 


由式(4)、式 (5) 可确定常数 B = D = 0, 及 


nn 


n 




a = a 


b 


a 


2 


2 


n 


m 


+ 




= 71 


b 


a 


由式 (4) 与式 (7)， 要求 F = -£. 对一组 ( m ，《)， 电势特解为 

y , z ) = ^ cos ( a m x ) cos ( y ? n y ) sinh (^ z ) 


UiU\ 


故一般解为 


♦ 、 x ， y, z)^Yj 

m^n—X 

00 

= Yj Ann COS ( a m 幻 

mM=l 


( 8 ) 


最后利用边界条件式 (6) 确定 A mrt ，有 

00 J 

Z Ann cosia ^ cosi ^ y )/^ cosh ( r mn c ) ^—S 

m.n=l ^ 


b 


a 


x - 


2 


2 


所以有 


b 


b 


4J 


a 


，夕一 ^ cos ( a m x ) cos ( J 3 n y)dy 


dxl 8 


4 m = 


X - 


aboy mn cosh (，賴 c ) 


2 


2 


o 


0 


(9) 


4 J 


nn 


n 


cos —— cos 


2 


2 


obay mn cosh (，舰 c ) 


显然，只有当 m ，《 为正偶数时，才不为 0 


2.115 磁透镜对磁偶极子的作用力 


题 2.115 把一个磁矩为 m 的磁偶极子置于一磁透镜中，磁透镜的场分量为 
B x = a ( x 2 - y 2 ), B y = -2 axy t B z =0 t z 是透镜的轴方向， a 为常数(这叫作六极透镜场 )• 

( a ) 求作用在偶极子上的作用力的各分量 .（ b ) 能否用一个或多个这样的透镜使具有磁偶极 
矩的中性粒子束聚焦，说明理由. 
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( a ) 在外磁场中，磁偶极子受力为写成分量 

F x = 2am * (xe x - ye y ) 

F y ^-2am (ye x + xe y ) 


时，有 


( b ) 当 


F x = -2amy^ 


F,. = -2amx 


用一个六极透镜就可使中性粒子束聚焦.当 


时，有 

F y = -lamy 

式中，^方向为散焦作用， y 方向是聚焦作用.为此需要用一对六极磁透镜，二个透镜磁场 

相差相角 TT ，这时第二个透镜的场为 


F x = 2amx, 


B y = 2axy 


它对偶极子的作用为 


F y = lamy 


从而使 I 方向也得到了聚焦作用. 


2.116 均匀静磁场中斜入射带电粒子的电磁辐射 


2.116 —个以非相对论速度 Vo 运动的带电粒子，以倾角《射人均匀静磁场忍中， 
问：⑻ 粒子的辐射功率是多大？ ( b ) 若使粒子的辐射以一种多极辐射为主，则速度 v 0 要满 
足什么条件？ ( c ) 若再加上一个和 B 平行的均匀静 电场五 ，则£必须多大方可使辐射功率增 

大为 (a) 中计算值的两倍. 

解 （ a ) 已知 v « c 的非相对论粒子在外磁场中的回旋辐射近似是偶极辐射，功率是 




Q v 


( 1 ) 


P = 


6%€qC 


由洛伦兹公式可知，该粒子在磁场 B 中的牛顿方程为 

^0^0 = ^(Vq x ff) 


( 2 ) 


故 




sm a 


Wo 


所以辐射功率为 


<1 




(3) 




sm a 


6ns 0 m^c 


( b ) 非相对论性带电粒子在磁场的回旋辐射并不是严格的偶极辐射，频率也不仅仅只 
是 co 0 = 逆， 实际上还含有高次谐频为2叫，3叫，…的弱辐射.但是当满足时，回 


mo 


旋辐射以偶极辐射成分为主.其他高极矩辐射均可忽略. 

(C) 外加均匀电场且时，粒子的运动方程成为 

m 0 v^q(v 0 xB) + qE 
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或 


q 


q 


(4) 


E 


U — —( V 。 x 忍）+ 




分别表示粒子加速度的垂直和平行于外场的分量_从式 ( D 可见，欲使辑射功率增大 
二倍，只需1> 2 增大到原值的两倍即可.由式⑷知 


// 


<1 


<1 


(5) 




2 


2 


E 


sin a + 


// 一 


为满足有 i > 2 = ，要求 


f ； = v 0 Bsina 


平行于无限大导体面的载流圆线圈的运动 


2.117 


，质量为 w ( kg )， 载流 /( A ). 它的轴垂直于一无限大的 


^ 2.117 一 圆形线圈，半径为 ^ 

导体面.在竖直方向上它可以自由运动.瞬时高度为戎 m ). 现正以速度 Kv « c ) 在 y 方向运 

动 .（ a ) 导体面上关于磁场月的边界条件是什么？ （ b ) 画出并代数地描述像电流，它与实在 
电流一起精确地产生平面上方区域的磁场 .（ c ) 求平衡高度 x 的近似值及竖直方向上的微振 

动频率，设电流 Z 的值保证 




( a ) 导体面上， B 的法向分量连续，即为零， 


=0 


( b ) 像电流环如题图2_117所示 • 它与原电流环关于导 

体面对称，但流向相反.导体平面上方的磁场等效于该两 
电流环磁场的叠加，满足边界条件尽 1=0- 

( c ) 因 x « r ，故对真实电流中每一小电流元而言，可 
近似地将像电流视作一无穷长直导线电流.小电流元处于 


题图 2.117 

此直导线的磁场中，受到向上的力 


外 (-’) 1— 

2n(2x) 


6 F 


4 tuc 


整个电流环受力 


Mo 1 


A)’ 


2nr = 


F = 


2 


4nx 


在平衡高度，该力与向下的重力相等，即 


Mq 1 




2mg 


2x 


则电流环在竖直方向 


若线圈在竖直方向对平衡高度1有一小偏离5， 
上的运动方程为 


S 


Mo 1 


Mo 1 


1 

B ■ ■■ 


s = 


8^ 


m 


g- 


m 


2x 


2(x + 5) 


Mo 1 


，故有 


注意 


8 = 


2x 
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攀 




8 = 0 


S + 


2mx 


这是振动方程，振动频率为 


Mol 


2m g 




2mx 




2.118 假设磁荷 存在： 点磁荷的磁场、磁荷守恒关系、修正法拉第定律 

= • ( a ) 利用散度定 
理，求出在原点处的点磁荷的磁场 .( b ) 在无磁荷情况下，电场的散度由法拉第定律给出， 
^ Vx £=-—. 证明此公式与随时间变化的磁荷密度不相容 .( c ) 假设磁荷守恒，导出磁荷 

dt 

流密度 J m 与磁荷 P m 间的定域关系 ♦ ( d ) 修正 ( b ) 中给出的法拉第定律，使之与有磁荷密度 

p m ( r , 0存在相一致.并证明其相容性. 

⑻由 ▽. B 选一半径为 r 的球面 S ， 则下面积分给出 

dS =4nr 2 B(r) = ^q m 


2.118 我们假设有磁荷存在，它与磁场之间的关系为 ▽ 


VBdV^ 


m 


B(r) = 


Anr 


( b ) 因为有 V _( Vx 五 ) = 0, 故 


dt dt 


=— 五 ）= 0 


又今 0,社式与▽.一 m 不-致 

( c ) 磁荷守恒用数学形式表达为 


d 




= - 


dt 


由 V 的任意性得 f + V 7 m =0 

dt 

( d ) 若把法拉第定律修改成 


dB 


VxE — 


dt 


= 0. 克服了 ( b ) 中的不相 


两边取散度时，右边 An - = + 


dt 


dt 


容性 


2.119 假设磁荷存在的麦克斯韦方程，寻找磁荷的一个实验 

⑻假设孤立的磁荷(磁单极子)存在.在真空中，写出包括磁荷密度 An 与 
磁流密 度九在 内的麦克斯韦方程组•（的阿尔瓦雷斯及其同事们为了在物体中寻找磁单 




2*119 
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极子，让物质碎块连续数次通 〃匝的 线圈.如果线圈的电阻为 A 
并假设磁荷运动得相当慢使得其电感效应很小，计算在单极子 
环行 W 圈后有多少电荷2通过线圈 .（ c ) 假设线圈是由超导材料做 
成的，所以它的电阻是零，只有它的电感 L 限制在线圈中的感应 
电流.假定线圈最初无电流，计算单极子环行 W 圈后线圈上有多 
大电流. 


⑻参考题 2.118 的分析.在真空中具有电荷密度 P 、 电流 
密度磁荷密度 An 和磁流密度 J ’ m 的麦克斯韦方程组为 

VxD = p, 


题图 2.119 


▽ 


=P 


( 1 ) 


V x£=^- Jm 


dt 


dD 


Vx 


+ J 


dt 


( b ) 如题图 2.119 所示，取》匝线圈中任意一圈作为回路/，/包围面积则麦克斯韦 


方程给出 


d 


L 


⑵ 


SB dS- 




E6l-\ V xE *dS 




dt 


设 / m 为线圈中的磁流强度，有 


(3) 


dS 


Jm 


设 v 为线圈的电势，/为通过它的电流强度，为其电阻，则有 

Edl^V = IR 


(4) 


d 5 为通过此线圈的磁通量，因此线圈中的感生电动势 


d</> 


(5) 


dt 


于是可得如下关系式 


( 6 ) 




0,有 


当不计电感时， 




(7) 


IR = —I 


dQ 




1，式⑺化为 


而/ = 


I 


dt 


dt 




dt 


dt 


积分之即得 


考虑次通过《匝线圈，故《匝线圈中产生的总电荷为 


Nnq 


( 8 ) 


Q = - 


R 
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■ 


dl 


(c) 若不计电阻，/? = 0, 但考虑电感 L ， 则 s = — 式⑹给出 


dt 


dl 


d 分 


- L — = Nn 


dr 


dt 


积分之即得 


Nn qm 


(9) 


L 


2.120 圆柱形空腔内最低谐振频率及破印廷矢量 


题2_120在题图 2.120 中的圆柱形空腔关于其长轴对称.在这 

里，它可近似成具有电感和电容的同轴线.一端短接，另一端与一 

平行板电容器相接.⑻导出空腔内最低谐振频率的表示式.忽略 
边缘效应 ( h 》 r 2 , d 《 / j ) . ( b ) 求点 A 和点 B 附近的玻印亭矢量 S 

的方向以及其与径向位置之间的关系. 

解 （ a ) 为求同轴电缆单位长度的电感和电容，不妨设其内外 
导体载有电流/、 - /及均勾线电荷人-又选对称轴为 z 轴，内导体 
的电流流向为 + Z 方向，建立柱坐标系(『，0， Z ). 

参看题2.25,本题同轴线的电感与电容为 

L = ^ n r ' 


题图 2.120 


2 ns 0 h 


C = 


2 n 


ln ^ 


r \ 


同轴线所相连的平行板电容器的电容 C 0 为 


r _ 
Co= l 


故最低共振频率为 


2 dc 


fiJ 0 = 


( r \ 

h 2 dh + rj 2 In — 

l r i ) 


L(C + C 0 ) 


， B(r)cc^ y <y：\e 

r r 


( b ) 在 A 处， r x < r < r 2 , E ( r ) oz ~ 

r 

在 5 处， Ocw ^ i ， E ( r ) az - e z , B ( r ) ccre 0 , 故 S 


oc re 


2.121 电磁波在两个平行金属板间传播的特性阻抗 


题 2.121 —束电磁波在两个平行的长金属板之间传播，电磁波的£与5互相垂直且 

_ 

都垂直于波的行进方向.证明特性阻抗 z Q = VZTf 为 


s 


M ) 


，这里， L 与 C 是单位长度 


W 


£ 0 


的电感与电容，^是两板的间距， W 是板的宽度(用长波近似) 
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在长波近似下， 5. 可近似认为二导体板的电场与磁场为静电场与稳恒磁 

场.考虑坐标轴如题图 2.121 所示，则£、5均垂直 

z 方向，因为导体板中电磁场均为0,则由£的切向 
分量连续性，应有尽 = 0. 由5的法向分量连续性, 

应有私= 0. 

设二导体板分别载有电流密度为 " H _ 与的电 
流，则在板间的磁场为 


题图2,121 




W 


BS /4qS 


则在 z 方向单位长度上的电感为 L = 

设二导体板的面电荷密度为 CT 与-%则二板间的电场 

E = —e v 


W 


£ o 


因此二板间的电势差 


crS 


V = ES = 




所以单位长度上的电容为 


aW _ £ 0 W 


c = 


最后得特性阻抗为 


s 


M ) 5 /研—和 


L 


Z = 


S 


W 


W 


C 


£ o 


2.122 磁场中底端固定的金环倒下时释放的势能和倒下时间 


一 个金制的圆环以其边缘为支点直立在一大磁铁的两磁极之间，环的底部受 
两个固定的栓限制使其不能滑动.现环受一扰动偏离竖直面 O . lrad 并开始 倒下. 已知磁场 

为 1 T ， 环的大小半径为 1 cm 与 1 mm , 如题图 2.122 所示.金的电导率为 4.44 xl 0 7 n _1 - m _1 , 
密度为 19_3 g / cm 3 , 试问 ：( a ) 环下落时所释放的势能主要用来增加环的动能还是提高环的 


2.122 


温度? 


( b ) 


⑻ 


题图 2.122 
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请说明原因（只需作数量级的估计 ).（ b ) 忽略次要因素，计算倒下的时间 （提示 

? cos 2 0d0 




= 2 . 00 ) 


sin 沒 


(XI 


(a) 设环倒下花时伺〜 r ， 从量级上考虑，倒下过程中，环的热能 W t 和动能 w k 


为 


2 


B 2 ㈣ ) 


2 


♦ 


i rt - 


RT 


TR 


2 


2 


(/?*27ir r 7cr 2 ") 


2 


aB 




T 4p 




2 


T 


2 


2 


2 


1 3 


2 


— 1(0 




mr x 


2 


IT 


2 2 


167 


2 


引入 


-2 


10 


2 


3.2x10 〜⑻ 


% 


9.80 


g 


4xl9,3xlO J 

aB 2 4.44 xl 0 7 xl 


4 p 


= L 74 x 10 _3 ( s ) 


t b = 


这时有 


2 


T g 2 


T s 


Wfc - mgr x 


W t - mgr x 


rr B ， 


16 T 


以上能量之和等于环下落过程中势能的减少， 






2 


或 




2 


% 


7T b 16 i r 


由上式可解出 


2 


2 


I m 


T = 


4 


Tg 2 


37 t 2 




，故 r 〜 


于是有 


因为 


》 


* 


t b 


4 


T b 


W t - mgr x 


2 


2 


t b 


w k^ m 8 r \ ^r^ 《剛 


16 




由此可知，环下落时所释放的势能主要用于提高环的温度 ♦ 

( b > 忽略环的动能，即认为势能全部变成热能则环受的重力矩与磁力矩应近似地平衡 

通过环的磁通量 
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♦{&) = Bnr ^ sin 0 


感应电动势为 


d 彡 


Bnr ^ cos 69 




dt 


感应电流 


= —- Bnr ^ cos 0 — 

R 1 R 


磁矩 


B ( nr ^) 2 cos 00 


2 


m - in ^ = 


R 


环受的磁力矩 


{Bnr^ cosO) 2 6 


)n 


R 


环受的重力矩 


r g = mgr x sin ^ 
( Bnr ^ cos 0) 2 0 


- mgr x sin 0 


R 


，/?=#， 

onr 2 


d 0 


/ > nr 2 2 • 27^ 可得 


注意沒 = 


dt 


< jB 2 r x cos 2 OdO 


d ?= 


4 pg sin 0 


故有 


aB 2 r x ff cos 2 ^d^ _ <rB 2 r x 

^ P 8 




2 


T = 


sinO 


^ P 8 


0.1 


7 g 2 


(3.2 x 10"") 

L 74 xl 0~ 3 


1.2( s ) 


= 2 


= 2 x 


T b 


2.123 圆轨道上运动的带电粒子在远处的激发的磁场 


2.123 有一个粒子在圆轨道上运动，已知其电荷质量和角动量 •（ a ) 从电动力学基 
本原理出发，求在距离远大于圆周尺寸处磁场的稳定成分 .( b ) 怎样的磁荷分布可以产生同 
样的场？ 


L . 以圆周的对称轴为 z 轴，原点 


解 （ a ) 设粒子的电荷、质量和角动量分别为分 
在对称中心，建立坐标系.因求的是场的稳定成分，所以可将激发源看作一个稳定的电流 




矢势为 


m 


J(r f ) 


/ 


Mo 


dV f 


A(R) = 


4 n 




_ M ) 


dV f 


4 n 
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R 


r f + dr f x — 


47112 


R 


R 


— Mo 




I 


nr x 


* 


Z 


4n 


是观察点对原点的矢径. = 得 


m 


m 


Vx Lx~ 


([_▽) 


R 


R 


MogLi 3 cos 汐 


m L 


e 


e R~j3 

( b ) 磁荷的偶极层可以产生同样的场(在远处).设磁偶极矩为 p m , 则远处的势为 


—(3cos^e R -e z ) 


R 3 




Pm ' 


<Pm = 


4n R 


所以 


A ) 


/^vyPm 

4n R 

与⑻的结果相同. 


(W)p 


二 M ) 好二一 — 


3 


4 丌 


qL 




时， 


e 


2 m 


2.124 用弹簧挂在均匀磁场中的导电环的小振动 


2.124 一个面积为 A 、 总电阻为/?的导电环用一个倔强系数为的弹簧挂在均勻 
磁场及=价> 之中，线圈在只平面达到了平衡，如题图 2.124( a ) 所示.线圈绕 z 轴的转动 

惯量为/，现将环从图中平衡位置扭过一小角度0后释放.假定弹簧不导电，并忽略线圈 
自感 .（ a ) 用已知参数写出此线圈的运动方程 .( b ) 当/?很大时，情况怎样？ 


國 


d 


9n 


27 


7it 


3兀 


27 


27 


27 


27 


0 


( b ) 


(a) 


题图 2.124 


线圈中的 


( a ) 当线圈平面与磁场5夹角为 a 时，穿过线圈的磁通量 # = A 4 s 


a 
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BA 2 cos a 


d 沴 


BAa cos a 


= A 4 cosad , 感应电流 / = | = 

R 


感应电动势 i 

的磁力矩、为 


，&受 


，磁矩 m = iA - 


R 


R 


B 2 A 2 cos 2 a 


a 


R 


B 2 A 2 


2 


cos a 


此外，线圈还受扭力矩作用.它们均阻碍线圈的运动，即有 M + 

b 2 a 2 


a + 


R 


2 


ka = 0 . 因 or < 沒，汐很小，故 cos 2 a » l ， 所以/々+ 

n 2 A 2 

— —c + k ^ O , 解得 

A 


d + ka =^0 , 特征方程 /c 


R 


2 


b 2 a 2 


b 2 a 2 丄 

- - — 土 


-Aik 


R 


R 


c = 


21 


k f B 2 A 2 


b 2 a 2 


2 IR 


2 IR 


I 


令 


2 


2 a 2 


b 2 a 2 


k 


k 


-/7 2 +- 




H —— 


y = 


2 IR 


2 IR 


则 


c^-j3+j r , c 2 = -fi-jr 


所以通解为 


-y?r 


(4 cos p + A 2 sin 


a = e 


因为 a 


4 =0 =0 , 可得 


= Oj 


/ =o 


—0 9 A 2 = = —0 


故 


a ( t ) = 6> e ~^| cos/f + ^ sin ^ 


( b ) 如果 /? 很大，使得 #« r ，贝！ 1 


a { t )« 沒 e 一所 cos ” 


运动如题图 2.124( b ) 所示 


2.125 载有方向相反强度相等的稳恒电流的平行导线 


2.125 在题图 2.125 ⑻中，两根长的平行导线，载有方向相反、强度都是/的稳恒电 

流，导线间距为〜.⑻给出位于中间平面(题图 2.125 ⑻中的及平面)上与导线所在 W 平面距 
离为 z 的点的磁感强度从 （ b ) 给出场的梯度 dfi / dz 与场强5之比, （ C ) 定性说明，上述双导线 


m 
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磁场也可由一些具有圆截面的柱状极块(即永磁体块)产生.这些柱状体的圆截面与原磁场适 
当的等势面重合.进一步论证，与上述磁场类似的电场及电场梯度可由一些带电圆柱管面产 
生，原导线上的电流/应代之以圆管面上的单位长度的电量 t 两个侧面分别为吋 . ⑼考虑题 
图 2.125( b ) 中具有特定尺寸的两个长圆柱管，每厘米长度上都带有电量1但二管电荷符号相 
反.已知在 = 0.5 cm 处的电场五 = 8000 V / cm ， 试计算《的大小及两根圆柱管间的电势差 • 


y 


a 

■ 〜 




+分 


z 


Z 


-a 


0,4 


0.5 


~x 


0.8 


⑻ 


( b ) 


y 


b 2 


Y 


a 


n 


02 


e x 


y 


z 


z 




^2 




-a 


(d) 


(c) 


2.125 


解⑻如题图 2.125( c ) 所示，在: vz 平面上，电流+/的坐标为⑷0)，电流 -/ 的坐标为 

士 J 在/>点的磁场分别为 


(- a ? 0). yz 平面上任意一点 P 至两导线±7的距离分别为 n ， 

一外 1 


n 






2 "" 


2ic/i ’ 


2 nr 2 


这里 


[z 2 +(a + y) 2 f 2 


[z 2 +(a-y)Y 2 , 


广2 








方向如图所示 - 

因此叠加后 P 点磁场为 

=0 


( 1 ) 


2—2 
r \ r 2 




1+_L 

n 2 巧 2 


By = 一 Sj sin A + ^2 sin 沒 2 = 




2 


71 
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Moll a-y i a + y 


=-fij cos & — B 2 cos0 2 ~ 一 


B 


ri 


2n 


^lz 2 +a 2 ， 故磁场为 


由题意， P 点在 z 轴上，这时6=6 = 


Mo Ia 

n(z 2 + 0 2 ) 


( 2 ) 


( b ) 由式 (2) 可得 


2/ Zq / 

__. _ 


n (z 2 + a 2 ) 2 


dz 


故有 


dB 


2z 


dz 


B 


( c ) 由式 (1) 可知，两导线磁场的磁力线分布如题图 2.125( d ) 中的虚线所示，这些磁 
力线相对及平面为镜面对称.如果我们定义标量磁势^„*"=-▽%„，则等势面是各 

处都垂直磁力线的圆柱面.它们在只平面的交线如图中的 实线. 因此，若两个载流导 

线由一个两面 (+ Z 和 - Z ) 与等势面重合的永磁块来替代的话，将得到同样的磁力线，因 
为对于一个的铁磁体，磁力线大体上是垂直于磁极表面的.进而采用等效磁荷观 

点，有 


▽• 丑 =—▽ Pm 

这里，是磁荷密度.然后利用散度理论，得到 


ff s ffds = IIl 


(VH)dV = q m 

这里，扣是被 s 包围的磁荷，表明好类似于静电学中的 a 对均勻圆柱积分，得到 


与安培环路定理 

类似结果，进一步利用电场和磁场的相似性，可以假定用同样截面的金属管代替 

侧面(: tz ) 单位长度磁荷为±4的圆柱磁块.于是产生类似于上述磁力线 s 的静电场分布. 

_ 

使用如下 替代： H ^ D , A ， 在⑻和 ( b ) 中的关系仍适用. 

( d ) 通过分析，由方程 (2) 得到 


= J 比较得到 


这里， C 是圆柱截面的圆周，4是单位长度的磁荷. 


qa 


五 -二一 


4ns 0 (z 2 +a 2 ) 

取 z = a = 5 xlO _3 m , £ z =8 xl 0 5 V / m , 则得到单位长度管壁带电为 

分 = 8*9x10— 7 (C) 


而两个带异号电的圆柱侧面间电势差为 


dz 


qa 


= 2.7 x 10 3 ( V ) 


AV = 


2 


471^0 

， z 2 =8 x 10 一 3 m • 


+ CL 


这里， 4=4 x 10— 


111 ] 
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2.126 汤姆孙装置测电子的荷质比实验 


2.126 在用汤姆孙装置测电子的荷质比 e/m 的实验中，让电子通过阴极管中的电磁 
场，结果发现当加速电压足够大时，比值 e / m 只有其公认值的一半.取= 

L8xlO n C/kg. (a) 画出所使用的装置的草图.并简单解释其工作原理 .（b ) 当测得的 W 
只有其公认的值的一半时，相应的加速电压 

为多大？取 C = 3xl0 8 m/s. 

(a) 汤姆孙装置如题图 2.126 所示， 

其中 h 为加速电压， h 为偏转电压. 

若加入磁场忍，则电磁场五、 B 起滤速 




题图 2.126 

实验时，取一定的 V 2 并调节 S 的大小(题图 Z126)， 使电子打在荧屏中点 O, 此时 
电子速度为 v = £ : /B (因吐 = 然后去掉磁场 fi， 测量电子在焚光屏上的位移乃，则可 

% elm . 具体算法如下 


器作用. 


1 eE L 


夕1 


2 


L 


D + - 


dB 2 1} 


eE L 2 


2 


+ LD 


+ LD 






2 


V 2 


L/2 


2 


故 




elm = 


L 2 


dB^\ —— + LD 


2 


(b) 当加速电压很大时，需考虑相对论 效应. 由能量守恒，得 


eV l + WqC = 


故 


mo 


— 


因为 


x 


2 


/Wq 


故 


16 


9x10 

1.8 xlO 1 




r = 5xlO s (V) 


二 


2.127 电子感应加速器的 2=1 关系 

题 2.127 电子感应加速器是利用一个在粒子轨道内部逐渐加大的磁场所产生的电动 
势来加速粒子.设瓦是在半径为的粒子轨道内的平均场强，坎是在轨道上的 场强. 如题 
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图 2.127 所示•⑻如果使粒子保持在与能量无关的半径为/?的轨道上 ，巧与馬之 间必须 
建立起怎样的联系？ ( b ) 如果在相对论能量下，上述关系还成立吗？试解释之. 


2.127 


( a ) 取磁场方向为 z 方向，即 B 2 = 


由 


Vx 


dt 


得到电场方向沿0方向，且轴向对称，即忍=£^.因此有 


h 


6 S 


dt 


平均磁场 


r d5 


— 

nR 


所以 


R 

2 ~dT 

当不计辐射阻尼力影响时，粒子的轨道半径与粒子能量无关，粒子在与磁场垂直的平 
面内做圆周运动，它的运动方程为 


E = - 


d ( mv ) 


dr 


分解成法向与切向方程为 


方向 


m 


R 


幼方向 


d (/ wv ) qR dB x 
dt 2 ck 


二式联立，即得馬 =^/2. 

( b ) 对相对论情况，粒子的运动方程为 


d 


m 


= qE + qv 


采用与 ( a )— 样的分析，容易得到馬=尽/2的关系式仍然成立. 
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2.128 旋转介质棒、环形螺线管线圈受力等5小题 


2.128 ( a ) 在均勻磁场中，一长介质棒绕其轴以角速度仿旋转，其轴线与磁场 

_ 

平行.计算电极化矢量 P 及面、体束缚电荷密度 .( b ) 有一环形螺线管，半径为 lm ， 线 
圈直径为 10 cm ， 匝数 1000. 如果线圈中通以 10 A 的电流，求作用于线圈的力的大小与方 

向 .( c ) 求距离 70 W 灯泡 lm 处的镜子所受的辐射压强，假设光线垂直入射 .( d ) —平面波垂 

_ 

直入射到理想导体(超导)上.求反射波的场£：和 S ， 面电荷密度和面电流密度与入射波场的 
关系.⑻两个电荷吋和1从无穷远处移到距离导体表面 A 相互 间距？ •处，求过程中外力 
所做的功的大小和 符号. 

( a ) 运动介质中电磁性能方程为 


m 


D = ke 0 E + £ 0 (k -Y)vxB 

Br ， fc 为相对介电常数.由轴对称性可知 D ， E 只是 r 的函数， 


式中， 


= (fi)xr)x 


vx 




且只有径向分量.又由髙斯定理 


dS=0 

可知 D = 0, 而 D = e 0 五 +尸，于是 P =- f 0 £= q ( l - l / fc ) mBr . 由 P 可求得体束缚电荷密度为 

( 广戶） = 一 2 ^ q (1 一 1 / k^coB 


P f = 


— V •尸 = 一 


dr 


圆柱表面 a = w 面束缚电荷密度为 


cr f — P r = f 0 (l — 1/ k)o)Ba 


( b ) 由问题的对称性及磁场环路定理可得环形螺线管中的磁感应强度 S 为 

MoNI 


B = 


2nr 


NI 


dl ， 其上沿径 


式中， r 为离环心的距离.考虑长度为 d / 的一段螺线管，其电流为 A 7 = 


2nR 


d 


向一窄长条三 • 所受的磁力为 


2 




2 


_ MqN 1 I 2 d 

~ \6n 2 Rr 

上式中取5/2的理由是受作用电流元本身的磁场应从总场中 排除. 注意上述 dF 与环面垂 
直，只有其径向分量 dF * coW 才不互相 抵消. 考虑到 


dOdl 


d 


r = /? +—cos^ 


2 


于是 


^ N 2 I 2 d 

\6n 2 R Jo 


2nR 


cos 6 


d 0 


F=\ cos<9dF = 


d / 


d 


R + —cos0 


2 
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R 


/ VV 2 / 2 


2 


dO 


d 


R +—cosO 


4 n 


2 


d 


R -~ 


= -- n 


e 


2 R 


2 


tan — 


d 


2 


2 n 


d 


^ - 


R 


2 


2 


一 M > V 2 / 2 


R 


2 


d 


R 


2 


47 txl 000" x 10 

2 X 10 7 "" 


=-0.079( N ) 


其中，一匝线圈受的力为 


F — 0-079 

n"~ 1000 


= -7_9 xl ( T 5 ( N ) 


方向指向环心. 

(C) 由于镜面反射为全反射，辐射压强/»为电磁场能量密度的两倍 

= 3.7 xl 0~ 8 ( N / m 2 ) 


70 


2 W 


P = 


4 nd 2 c 271 xl 2 x 3 x 10 

，反射波为五则由边值关系(五 fAhO 易得 


( d ) 入射波电磁场为五 0 、 
E f + E 0 = O y mE f = - E 0 , 故 


k f xE f ^—(-k 0 )x(^E 0 ) = 


r ; 


导体面上面电荷密度 cnO 

面电流密度 


= n x ( H ’ + H 0 ) = 2 
= —2(^ 0 x H )/ k 0 

^ ^SqCOqEq i Icq = ^SqcEq 


式中， 馬在导 面表面取值. 

⑻夕卜力做功可分解为三部分之和. 

1) 将点电荷 g 从无穷远移至距导体平面 a 处外力做的功，当 g 与导体平面距离为 z 时， 

于是外力做负功 




引力为尸=- 


* 


Au£q{2z) 


<1 


Fdz =— 


為 = — 


I 6 ns 0 d 

2) 将点电荷从无穷远移到距离导体平面 d 处，但距离已移入的9无穷远，这时外 
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2 


q 


= A 




I6ns 0 d 


3 ) 将点电荷 _ 9 从 无穷远平行导体平面移到距 g 为 r 处，在这过程中，如当+兮相 


距 J 时1受的水平引力为 


2 


2 


q x 


q 


F=- 


47tf 0 x 2 A%£q{x 2 + 4d 2 ) 3/2 


于是外力做功为 


2 


2 


A 3 = — J Fdx =【 




q x 




dx 




3/2 


4ne 0 x 2 


4ne 0 (x 2 +4 rf 2 ) 


00 


00 


2 


2 




q 


4ns 0 r 4ns 0 (r 2 + 4d 2 ) in 


外力做的总功 


2 


<1 


A = ^ + Pi^ + 






2d 


4ne 0 


(r 2 +4d 2 ) 


2 


或用电像法， g 所在处的电势为 


<1 


+ 


炉 1 ^ 


2d 


4ns 0 


r 


-兮所在处的电势为 


q 


— + 


<Pi = 




A % e 0 


2d 


故静电能为 


2 


q 


=-q<Pi +-(-q)g>2=m = 


2d 


4ns Q 


2 


2 


外力做功 


2 


q 


w = w e 


-+ 


= — 


2d 


4ne 0 


r 


j p<pdr 


, 并认为导体面上电势 为零. 


上述的静电能公式来自 W e 


-—— 


2 


00 


2.129 霍尔探测器测磁场 

2.129 —个霍尔探测器，尺寸如题图 2.129 所示，其电导率为 A 电荷密度为 /?. 

探测器放在沿 + y 方向的未知磁场 S 中.在两头加上外电压 Ka 以产生 + Z 方向的电场.问 
在哪两面可测到平衡霍尔电压 V H ? 根据 V H 、 V ext 

表达式. 


P 及探测器的尺寸，导出 B 的 


CT 
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在 x = 0 &x = / i 面之间存在霍尔电压.平衡时，有 

= qBv ， = 


Vh 


h 


< jE 


ext 


ext 


p p p 


故有 




题图 Z 129 


ext 


h 


P 


故 


Pi 

Kxt ^ 


B = 


2.130 霍尔效应综合题 


题 2.130 如题图 2.130 所示， 一 个外加的均匀磁场与一导体的电流垂直.作用在载流 
子上的洛伦兹力将使载流子沿导体横向偏转，产生一电势差，称为霍尔电压 • 该电压与电 

流 / y 和磁场垂直 • 因此 [ =•/ 

数，^为电导率 .( a ) 对单种载流子的情况，证明 由如可 得到载 
流子的电荷符号和载流子密度 .（ b ) 提出一实验方法来测定室 
温下某样品的 /? H . 在图旁绘出电路、仪器和样品的连接方式， 

要求确定实际霍尔电压的大小和极性 .( c ) 列出 B 场存在或消失 
时应测定的全部参数，注明每个参数的单位•⑹从实验上如何 
补偿和样品的接触点间的整流效应.⑻如样品(某半导体)室温 
下尺 H 为负，指出其载流子种类 .( f ) 在液氮温度下，上述样品的 
R h 变正，试在下列简化假定下解释室温和低温下得到的结果： 

(1) 同种类型的载流子具有相同的飘移 速度； （2) 忽略大多数半 

导体具有两个不同覆盖带这一事实. 

解⑻ 设载流子电荷为1飘移速度为 V . 则 

成丄 + gv 


式中称为霍尔系 


h 


B z 


题图 2 J 30 


= 0 


故 


注意 J _ = 叫 V， n 为载流子密度.则[丄= 


3 乂 




qn 


/? H = — 


qn 


/? H 与载流子的电荷反号.在已知载流子电荷的时候，可由求出& 

( b ) 实验装置如题图 2.130 所示_通过高内阻电压计可测出霍尔电压的大小和极性，由 
此求得霍尔电 场为五 L = V / W . 于是 


R H = i - Vt 


LB 


式中， / y 可用电流测量，尽可由另一霍尔系数已知的样品来测定 

(C) 应测全部参数如下 所示： 
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参数： B z I y t V 
单位 ： T A 


V 


( d ) 可对两组 & ，氏值重复实验，贝 !] 


(V 2 -V Q )t 


r h 二 


LB 


L B 


式中， V 0 是因整流效应而产生的接触电 势差. 由上式可定出 Vo 为 

- W 




^0 = 


-/ B 


从而可消除整流效应的影响 - 

( e ) 该样品载流子为正，即为 P 型半导体. 

( f ) 在液氮温度下，由受主原子产生的空穴浓度大大降低，致使本征电子和空穴起主要 


穴的霍尔效应而 /? H 便由负变正. 


2.131 霍尔效应与哪些因素有关 


2.131 霍尔效应与下面哪些因素有关？ （ a ) 载流导线的等势线在磁场作用下发生弯 

•I 

曲 .( b ) 偏振光通过透明固体时，偏转面发生旋转 .( c ) 在真空中电子流动形成空间电荷. 

解答案为 ( a ). 




2.132 电子的壳模型计算电场、磁场和静电能 


题 2.132 电子的一个模型是壳模型，即电荷均匀 

分布在半径为的球面上.设电子以速度 V « C 运动，如 
题图 2.132 所示 •⑻ 球外一点(/% 60处的场五、 B 为多 
少？ （ b ) 求使电磁场动量恰等于电子机械动量的 mv 的 a 
fi . ( c ) 用此值计算运动电荷的场能，并与电子的静电 
能量及动能相比较. 


题图 2.132 


( a ) 在电子的静系 r 中，场为 


er 


r = 0 


E f = 


Ans^r 


在实验系 S 中，由相对论变换， v « c 时，可得 


E = E f -vxB f -=E F 

- =b + vxE，vxE， 


故在点 ( r ， 的处 


er 


er 


E — E r = 


v 《 c, r « r 


47tfxr 4ns n r 
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vxE f e v xr 

4 ne^r 


2 


2 


C 


c 


0 


E 、 B 大小为 


ev sin 沒 

4nSnC 2 r 2 ’ 


e 


段为 r ， v 夹角 


E = 


B = 


2 * 


4nsnr 


o 


o 


( b ) 电磁场动量密度 


s 


g = -^ = — (ExH)^s 0 E 


X 


c 


c 


将£、 i ? 代入可得 


2 


2 


x(vx/|) 


e 


e 


(v — v cos 你 i ) 


g = 


(4n) 2 £ 0 c 


2 


4 


{Anc) 2 e Q r 


4 


故电磁场的动量 


e 2 v ( l - cos 2 0) 

(4n) 2 £ 0 c 2 


jjjgdV=e z r^f Q d0j i 


2 


G 


sin Odr 




4 


a 


2 


2 


e v 


e 


e 


v 


2 


2 


z 


6nsr,c a 


6ks q c 


a 


o 


2 


e 


电子的机械动量为 mv ， 令 wv = 


则球面半径为 


V ， 


2 


6ne^c a 


o 


2 


e 


= L 88 xlO ~ 5 (A) 


a = 


2 


6ns^mc 


o 


(C) 电磁场能量 


dV 


W = - 


2 


2 


v 2 sin 3 9 


2 兀 


l 


00 


i*Z7t fit 广 

J d^J sin^d^J 


4 




e 


dr + 


d 


2 


2 


2 


2 


2(47 Cf 0 ) 


2/^(47 Cf 0 ) 


o 


o 


c 


2 


2 


2 v 


e 


2 


2 


1 + ^— 
Sns Q a l 3 c 2 


-—me +—mv 


4 


2 


可见，当 v 《 c ， — mv 2 <KW < me 2 


2 


2.133 极化的 Na 原子束通过磁场后的空间分布和极化方向 


2.133 一束 Na 原子(基态为 2 s X /2)+ x 方向极化，沿 z 方向运动，通过一个磁场为 
方向的区域.描述通过磁场区域后的 Na 原子束(空间分布和极化方向)，假定磁场在; y 方向 
有很大的梯度. 


y 


h 


+ JC 方向极化的 Na 原子，有一半的概率处于的本征态，有一半的概率处 


2 
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h 


h 


dB 


0的磁场作用下，\ 的 Na 原子偏向 - y 方向， 


于& 叾的本征态 . ^EB = Be y , 


> 




2 


2 


h 


\ =_^■的 Na 原子偏向 +; y 方向，故出射时， Na 原子束分成了两束，极化方向分别为 -; y 、 

~( S)^B =— S y B 9 因为孕>0,故心=兰的 Na 原子偏向勹方向， 

me me dy 2 


2 


+y AE = 一 


r /] 


h 


的 Na 原子偏向+^方向 


2 


2,134 离子在均匀的电磁场中运动 


2.134 已知在坐标系 S 中，有一均勻电磁场 

E = 3 Ax , 


m 


= 5Az 


一 个静止质量为 mo , 带电荷 g 的离子从点(0, 0) 处由静止释放，问经过多少时间它 

将回到7轴？ 


洛伦兹力公式 


q(E + vxB) 




写成分量形式为 


( 1 ) 


m^x = 3Aq + 5Aqy 

-5Aqx 


( 2 ) 


/WoZ = 0 

z \ =0 有 

4 r :0 » ^ 


(3) 


对式 (3) 积分，注意 z 


r=0 


z = 0 


= 0,有 


对式 (2) 积分，注意 x 


= 0, 




t=Q 


5Aq 


(4) 


x 


Wo 


并将式 (4) 代入式 (1)， 可得 


2 


3% 


5Aq 


= 0 


JC + 


X 一 


25Aq 


mo 


又由礼 =o = 0 ，得 




3/«o 


(1 一 COS 0)t\ 


25Aq 


mo 


显然当 f = ^ 时， 


0 ，取 n = l ，得 


X 




(O 




5Aq 


0) 


这就是使离子又回到： v 轴所需要的时间 
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2,135用磁场抑制二极管中的电流 


2.135 —个磁场可以抑制二极管中的电流.设想在 yz 平面中两块无限大导体板之 
间，充满 B =(0, 0,馬）的匀强磁场.负极板位置在 X = 0 处，正极板位于 JC = 4 处. 正极板 

处于正电位 VV 电子束以零初速度从负极板出发，电子密度使极板间形成一非均勻的电 

0 t ol . ( a ) 在稳恒条件下，描述电子运动的哪些量是运动常数？ ( b ) 如果要使 


3义 


电子在到达正极板之前返回，所加磁场应有多大? 

解在不计算重力时，电子的运动方程是 


dv x 




(i) 




+ 


=-e 


m 


dx 


dt 


dv 


( 2 ) 




ev 


dt 


dv 


(3) 


= 0 


df 


( a ) 由式 (3) 得 


( t ) = (/ = 0) = 0 

z ( t ) = z{t = 0)= 常数 

即电子在 z 方向上的坐标与速度均为运动恒量. 

( b ) 电子在运动过程中，电场力做功为 


W = 


dx 


而磁场力不做功，设电子在到达正极时的速度为 + 则由电子得到的动能应与 

电场做功相等，得 




V 




2 


2外 


v f = 


若要电子不能达到正极板，则要求 


2唭 




v fy^ 


将式 (2) 写成 


dv 


die 


V _ 




dt 


两边同时积分，并注意 《=0时">=0， ： c = 0, 则有 


2eV 0 


= eB Q d 


故得 
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2 mV Q 


Bq 二 


ed 


2 m V 0 


寸，电子才可能在达到正极板之前返回 • 


即磁场必须大于 


ed 


2.136 细菌体内的磁针帮助细菌在污水中上升与下降 


2.136 某些细菌可以生活在十分腐蚀的区域，如油井或污水浇灌过的庄稼.一些生 

活在绝对黑暗和基本上是均匀的油溶液中的细菌，它必须升到上面吸氧与降到下部寻找食 
物，就面临着如何上下游动的问题.这个问题用什么方法解决呢？ 一 类细菌依靠在它的细 
胞内混人铁氧磁体来解决上述问题.釆用粗糙的近似，定量地分析下面的问题 •（ a ) 为什么 
不用液体的压强的变化率而用磁体来解释这个问题？ （ b ) 计算使各个细菌中的小磁针线性 
排列所需的最小磁矩 .( c ) 假设小磁针的长度是 lO ^ cm , 计算它的最小直径 .( d ) 为什么磁针 


圍 


比球形磁体好? 


解 （ a ) 细菌在污水中不靠液体压强的变化(即浮力)，而靠其体内磁针(磁偶极矩为 》*)• 
理由是浮力要么只能使细菌升起，要么使其下沉，视细菌与污水比重的相对值决定.但细 
菌体内磁棒则既可使之上升，又可使之下沉，视磁偶极矩和地磁场的相对取向而定.而由 
于热运动(布朗运动)这一相对取向是随机变动的.小磁针可以一个个串接排列成为一个大 
磁偶极矩.在不均匀地磁场中，它受到的升降力为 


6B 


F 為 


mi 


dz 


( b ) 两个磁偶极矩分别为与 m 2 的磁偶极子之间的相互作用能量为 


3(m 2 ♦ r) 


M ) 




471 


式中， r 是 m 2 引向 mi 的矢径. 

对细菌体内磁针首尾相接线性排列的情况，^ 

则相互作用能为 


r = d = 10 cm ， 


, m'"m 2 ， 


% 


Itii 






M ) 


W = 


2 wd 


细菌的布朗运动能量与好成比例， 々是玻 尔兹曼常量， r 为温度 * 这个运动起破坏细 
菌取向排列的作用，因此，只有当 


>kT 


W = 


2 nd 


时，各细菌磁针的线性排列才是可能的.由此定出细菌的磁矩 w 的最小值为 


2 nkTd 


> 


M ) 


( c ) 对磁针，设其截面半径为 r ， 它的磁化强度为 M ， 为其长度，则磁针的磁偶极矩 
= M - nr^d . 联合 ( b ) 的结果，可得 


(m = nr dM ) 
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r > 


M ) 


r 为室温，即 r 约为 300 K ， 这时铁磁体的饱和磁化强度 M «47 ixl 0 3 xl 700 A / m ， 代入上式得 

r »0.15 xl 0 -8 m 

( d ) 显然磁针比球形磁体更适宜作为磁偶极子，更容易首尾线性排列. 


2.137 脉冲星电动力学性质的模型 


2.137 作为一个描述脉冲星电动力学性质的模型，我们考虑一个半径为及的刚体 

球，它绕一个固定轴以角速度仿旋转.这样相对于该轴(即相对于 
脉冲星半截面的法向)电荷和电流是对称分布的.球的净电荷为0, 
在脉冲星外部的真空区域里，磁场是由一个磁偶极矩 W 产生的， 

I 

m 平行于球体的旋 转轴. 球内部磁场和外部磁场是一致的，而不是 
任意的 .（ a ) 在脉冲星内部，作用在电荷粒子上的电磁力比任何其 
他的力大得多.由于假定电荷粒子随同脉冲星一起转动，作为一个 
好的近似，有 


I] 


是脉冲星内各处的局部速 


，这里 V = 


度.在脉冲星内部临近表面处利用这个近似，证明该处有 


一 / i^/MU sin 沒 cos 汐 


，这里0是相对于转轴的夹角 .（ b ) 根据上 


^9 = 


2 nR 


面的结果，找出球外各处的静电势 .（ c ) 证明在脉冲星外部，方程 

_ 

E = -( fflxr ) xB 是不成立的. 

( a ) 对球内表面 P 处(「》/?)，如题图 2.137 所示，偶极子 iw 产生的磁场 


题图 2.137 


cos 0 m sin 沒 

了 


Mq 


m 


=+ BqCq — 


U ] 


故 P 处的电场为 


B = -(a>xr) 乂 B 

mo ) sin 2 6 


E --vx 


2 mco cos 汐 sin 汐 


一 


e e 




4 tc 


R 


R 


即 0 分量为 


sin 沒 cos 沒 
2tc^ 


Eo 




( b ) 由上面 & 公式，容易得出纬度为《 = ^-6>处与赤道 (a = 0) 处的感生电势差为 


2 


AV = V a - V ^=\ 2 E 0 Rde 

» 0 

/y 

^ ma ) sin 0 d ( sm 0) _ f ^ mo ) sin 9 

2 nR 


AnR 
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2 


B_o)R 


O ) 


Mo 


( cos 2 a - l ) 


p 


(cos a - l )- 


2 


4nR 


Mo 


m 


，是北极处的磁偶极磁场. 

_ 

( c ) 在球外表面，公式 £：=- vxfi 不适用，理由 如下： 该公式来自电磁场的变换公式(当 


这里乂 


2nR 


v 《 c) 


E f = E +vx 


式中，五和 B 是处在星外远处静止参考系尺中观察者测得星内表面处的场 • f 是固定在星 

及是 t 系相对欠系的 速度. 由于在随动系 f 


表面处的随动系 f 中测得的电场， 

中，星体表面层是一个静止的平稀导体，应有 f = 0( 否则 / = 即 / T 系中观测者 

但在星体外表面，没有= 0的要求，而 


v - a>x 


也看到的电流)，故得五 =-vxB = -( o > xl ?) 

且表面上一般表面电荷岣#0，由边值关系外表面处不应有五= 0，故五共 


蠢 


— V X 


2,138 两维电子气 


一个两维电子气的电子密度为《(/0 = «/(4，其中〜是单位面积的电子数， 
s ( z ) 是狄拉克5-函数.空间中存在空间均匀时间变化电场五⑴= Ee m 以及均匀常磁场 

= — e [ E ( t ) + v x B ] 


2.138 


dv 


v 


B = (0, 0, S ). 电子的运动为非相对论性，其运动方程为 
式中， v =( v JC , v y ) 是一个两维的矢量， r 为“弛豫时间”.电流密度/ =义， ') 可以写为 

J(r)^jS(z) 




W 


dt 


T 


而 y =( A，yp 与 [=(心尽)之间的关系为 


E 


式中，<7被称为电导率张量•⑻试由以上方程解出电导率张量随电场频率的变化 〆 的_(的假 
设对于这样的长方形样品，如题图 2.138 所示施加一个 电场& = V x / l , 试确定在稳定状态下 

其中的电流(厶，、），以及电场~ ■⑹求出电阻率/?=仏/人以及霍尔系数及 = &/( 取 c ) (采 
用记号％ = eBIm 可能对解题有用处) • 


题图 2.138 

( a ) 该系统是一个两维的电子气，电子运动局限于■^平面内，即有心=0，按题 

_ 

设电磁场，题设电子方程 


dv 


v 


( 1 ) 


= - e(E + vxB ) 


+ — 


m 


dt 


T 
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可写为分量式 


V 


e 


( 2 ) 


JC 


(E x + Bv y ) 


X 


T 


V 


e 


y 


(3) 


) 


- ( E y 一 


V “ + 


V 


JC 




T 


fii 


由式 (2) 得 


V 


m 


(4) 


X 


+ E 


v 


JC 


X 


y 


T 


e 


代入式⑶可得 


e 


v 


V 


(E y -Bv x ) 


匕 + 丄 + 仏 


JC 


+ uoE ^ + 


V— + 








JC 


X 


B 


Uil 


r 


T 


e 


e 


T 


eE 


l\eE 


2 


2 


y 


= 0 


JC 


+—V„ + 


c 


2 


c 


x 


X 


X 


T 


Ti 


T 


T 


式中， E x = ~ • 这样上式可写为 

+ av x + bv x + ce l6>t = 0 

^ ^ e ^xo ^ 


(5) 


v 


X 


2 


2 


解上面的微分方程，求得方程的解 


式中， 


二， b = 


+ fl> c , C = UO + — 


2 


c 


T 


T 


T 


为 


c 


( 6 ) 


(Cj sin <o c t + C 2 cos m c t) + 


r 


e 


v— =e 


2 


x 


-b 


- mo ) 


式中 G 、 C 2 为待定常数.按式 (4) 得 


V 


JC 


+ E 


v 


x 


X 


y 


T 


e 


E 


v 


JC 


X 


+ 


JC 


T 


c 


Cj +- C^2 COS G) c t — \ C 2 - Cj 


riii 


= e 


c 


r 


T 


c 


c 


E 


c 


(7) 


JC 


e 


2 


B 


— b 


T 


-iao) 


c 


c 


当时间足够长，式 (6)、 式 (7) 中 e r 项趋于零，这样得到稳态解.再将两式中系数^ C 代入得 


[卜 + 去) 五: - 咕] 


e 


⑻ 


v 


x 


2 


2 


C 0 —— 




c 


r 


e 


(9) 


C E X + 1 io) + — \E 


V 


y 


y 


2 


r 


2 




c 


r 
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按 <T ， E = 7 = —env 得 


dv x dv, 

■A _ ¥ 

dE dE 


dv 


( 10 ) 


=-e 


=-en 


dv 


dv y 


d 


dE. dE 


10 ) + — 






r 


( 11 ) 


ico + _ 


0) — 


0) 


( b ) 在稳定的条件下，电子的横向速度即给出 

+ cr_,£L = 0 


( 12 ) 


这样 


E 


a 




(13) 


E 


E = 


E 




a 


XCt) + 一 


&前的复数(非实数)表示艮 与&相 差一个相位.其中的电流 


E 


+ = 


E 


(14) 


10 ) + — 


X 


(15) 


E.+fTyyEy ^O 

同样人的表达式中民前的复数表示 A 与艮相差一个相位 

( c ) 由式(12)、式 (14) 和式 (15) 得电阻率/? = &为 


h = 


h 


uo + — 




E 


a 


(16) 


p = 


E^ + a^E 


"" ^xy^yx 


以及霍尔系数为 


E 


E 


(17) 


R = 


Bj x B(a^ 


en 


2.139 匀速旋 转的带电圆柱体柱内外电场磁场、强度及角动量 

_ 

一个半径为/?、长为 Z 的长圆柱体 (/?«/), 质量为 m , 质量与电荷都均勻分 
布， 体电荷密度为 + P . 现该圆柱体绕其对称轴 Z 轴以似旋转 c 为光速).忽略边 

缘效应，试求： （ a ) 圆柱体内外的电场强度 .( b ) 圆柱体内外的磁感应强度 • ( c ) 圆柱体沿 
轴的机械角动量和正则角动量 .（ d ) 由此旋转的荷电圆柱体所激发电磁场的角动量 ■ 


2.139 
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解 （ a ) 圆柱体内电荷在空间激发电场，同时荷电圆柱体做转 
动，则相应的有一电流分布从而激发磁场.因圆柱体做匀角速转 
动， 磁场、电场均是静场，二者无耦合.以圆柱体轴线为 z 轴，建 
立柱坐标系(『，（9,办由对称性和高斯定理可求电场，如下给出 

r\<R 


P 


2 f 0 


E = 


( i ) 


2 


p R 


r|>7? 


—〜， 




( b ) 圆柱体绕其对称轴 z 轴旋转时体电流密度为 


题图 2.139 

利用无限长通电螺线管磁场公式，得及时，5 = 0；而 r </? 时 

B(r) = J jUQjdr = J ^peordr =MoP^J 


j - pv - pa > re 9 


rdr 


( 2 ) 


= - MoP ^( R 2 - r 2 ) 


2 


丑的方向沿轴向，与方向一致. 

( c ) 设磁场的矢势为 A ， VxA 

取径向坐标为 r 的圆形回路，由 


由于 B 沿轴向，且由5的对称性，可取 A = A ( r ) e 0 




VxA*d/ = 


6 s 


J ( R 2 - r 2 )rdr : u / Iq / Oco i /? 2 r 2 ~^ r4 l 


， 由此给出 


当 r < R 时得 2 nrA = \ 2 nrdr = npi^pco 


o 


2 


(3) 


A = -f^pa){2R r-r )e 09 

O 

A 当 r >/? 时的表达式这里无需给岀.带电粒子的正则动量为 p = mv + 孕4，这样得此旋转圆 

4 

柱体的正则角动量为 


r<R 


( p m drv + pdrA ) 




(4) 


///rxv Pm dr + /// 




上面体积分的下标 V 表示对整个圆柱体积分.均匀圆柱体绕轴线转动惯量为/=:/7!/? 2 ,由 


2 


此可得 


2 


(5) 


Lj = 1(0 




2 


此即圆柱体的机械角动量.根据式 (3) 得 


rA *2 nrlpdr 


Apdr = e 


^2 ~ 


0 


及1 


jUQp 2 Q )(2 R 2 r - r 3 ) r 2 dr 


= e 2 nl 




o 
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攀 


( 6 ) 


roiH 


综合式(5)、式 (6) 的结果得旋转圆柱体的正则角动量为 


〔»〜 2 ) 


(7) 


L = + L2 = 


= s Q ExB ，电磁场的角动量为 

(e 0 E xB)dr 

后面一个等号是因为圆柱体外 5 = 0. 代人上面式(1)、式 (2) 的结果得 


(d) 电磁场的动量密度为 g = 




⑻ 


JU s 0 EBrd x = ~e z J € Q EB2nr 2 ldr 




= — g 


— r —/jQp6)(R 2 - r 2 )2nr 2 ldr 
0 2 2 


e 


Tifi^col J (R 2 r 3 ~r 5 )dr 


(9) 


kIR 6 ^qP 


0 ) 


— ■ 


Z 


24 


2.140 匀加速旋转的带电圆柱体柱内磁场及所加外力矩 


题 2.140 如题图 2.140 所示，一个半径为/?，长为 Z 的长圆柱体 (/?«/) ,质量为 

均匀带电，体电荷密度为 +P. —个外力矩使圆柱体以恒角加速度及 

绕竖直轴0：轴)逆时针 旋转. 不计边界效应和电磁辐射 .（a ) 求圆柱 

体内任意点的磁感应强度 ( b) 求圆柱体内任意点的电场强度 
(c) 为保持圆柱体以恒角加速度#旋转，外力矩为多大？ 


解⑻ 圆柱体的电荷激发电场.由于圆柱体的加速旋转，带电的 
圆柱体内具有体电流密度，从而激发磁场.由于圆柱体的加速旋转，激 

发的电磁场是变化的场. 

根据我们求得后面的电场是静场(和时间无关)，知不存在位移电流 

这样磁场只有带电圆柱体旋转所致传导电流的贡献.圆柱体以恒角加 
速度々绕竖直轴 (z 轴)逆时针旋转，设？ = 0时圆柱体的角速度为叫， 

Mt 时刻圆柱体的角速度为 


( 1 ) 


= (Oq 七 pt 


因而圆柱体体电流密度如下给出 


( 2 ) 


j = pv = p(co 0 + J3t)re ff 

式中， 化为 柱坐标 (r， 沒， z) 系统下的角向单位矢量.现考虑 r 处，厚为 dr 的圆柱面薄壳， 


其面电流密度为 


di = jdr = p(co 0 + J3t)rdre e 


由无限长通电螺线管磁场公式，此圆柱面薄壳上电流在其外部产生的磁感应强度为零而在 
其内部产生的磁感应强度为 
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因而由体电流在 r(r < /?) 处产生的磁感应强度为 


九 = e z\ r MqP(o) 0 + J3t)rdr 

= + Pt){R 2 -r 2 )e 

当厂>/?时 ， B = 0 . 上面 B 也可直接由对称性分析结合安培环路定理求 
( b ) 电场分为两部分.一为由圆柱体内电荷分布所产生的库仑场坟；足满足 

p /化 及 V .£： e =0. 另外由于磁场是随时间变化的，还存在涡旋电 场思；尽满足 
▽ •仏= 0及 ▽ * £。= . 首先由对称性分析结合高斯定理求得 


B(r) = e 


z 


( 3 ) 


Z 


V*E 




e 


pr 




e 


e 


r 


2 s 0 


其次由对称性， ^沿心 方向.取一以绕圆柱轴线半径为 r 的圆周回路，由 


—- dS # 


61 ―― 


C 


s dt 


0 (/?2 

故五 c = ―― / iQ ^ p ( 2 R 2 r — r 3 )% ，而总电场为 


— r 2 )2nrdr = —R 2 r 2 一 


4 


2 nrE ^ = 


—r 


c 


4 


2 


P r 


e T -- : jLi Q pp{2R 2 r-r z )e d 


E = E C + E C 




2 《o 


可见电场和时间无关，是静电场.这样我们可确认不存在位移电流. 

( C ) 我们需要先求圆柱体沿 Z 轴的角动量，由此旋转的荷电圆柱体求激发电磁场的角动 

I 

量.因为圆柱体绕轴线转动惯量为 /=} 


2 


，旋转圆柱体的机械角动量为 


2 


2 


(4) 


L = L ! 


—mRco 




Z 


2 


dM 


这里 历是随 时间变化的，由式⑴ 给出. 根据 


，得 


dt 


-mR 2 fi = M Q + M 


em 


2 


其中电磁力矩为 




其中为所施加的外力矩，而 M em 为电磁力矩. 


Umi 


iil r < p E 


Hi 




M 


+ pv x 


em 


em 


III 


pE c d 3 r 


rx 


JJJV 成心 


=e 


z 


Jjj rp {-)^^ Pp { 2 R 2 r - r 3 ) d 3 r 


=e 


z 


R 




rp -^ Qfip ( 2 R 2 r - r 3 ) 2 nlrdr 
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勢 


^fip 2 R 6 le 


(5) 


这样外力矩为 




M 0 =-mR 2 fl-M 


2 



第 3 章电路分析 


3.1 对8种可能的输入组合求出输出电压 


3.1 如题图 3.1 所示电路中，输入电压 R 、 V 2 、 V 3 可 
取0或1两个值 (0 是指接地)，对于8种可能的输人组合分别 
求出输出电压 Vo Ut . 


2R 


V , 


out 


根据独立作用原理和电阻分压定理可得 


R 


2R 


y 2 


^随％、 V 2 、 ％的变化得到不同的值，如题表 3.1 所示 


2R 


R 


out 




2R 


2R 


题图 3.1 


题表 3.1 


Vom 


Vi 


V 2 


V 3 


V 】 


V3 


V 2 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


丄 


0 


0 


0 


12 


12 


0 


0 


0 


2 


6 


0 


12 


4 


3.2 输出端的伏安特性等效于一电池时，求电池电动势、内阻及短路电流 


3.2 两输出端的伏安特性等效于一电动势为 e 0 、 内阻为 r 的电池.求此电池的 e 0 、 




和短路电流 


由戴维南等效定理得 


24 Q 


6 


15V 


A 


15-3( V ) 




x 


AB — 


0 


24 + 6 


6a 


6 x 24 
6 + 24 


B 


-4,8( Q ) 


题图 3.2 


短路电流 
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3 


^0 


- 0_625( A ) 


4.8 


3.3 线性直流网络等效于一个电池和电阻的串联电路 


3.3 任何 线性直流网络 等效于 (在网络任意两点 A 、 B 之间连接一个负载 /? L 的) 一个 
具有某一电动势 V 的电池和电阻 r 的串联电路，如题图 3.3( a ) 所示.⑻计算题图 3.3( b ) 电路 
中的 V 和/ *. ( b ) 计算题图 3.3( c ) 电路中的 V 和 r . ( c ) 计算题图 3.3( d ) 电路中的 V 和 r (提示采 

用数学归纳法). 


0» 


A 


2R 


2R 


2 R 


K 




丁 


V, 


V n . x 


K- 


V 


⑻ 


⑼ 


题图 3-3 


( a ) 由戴维南定理得 


2 R 


v n =-v n 


v = 


2 


2R + 2R 
2Rx2R n 

r — -— K 

2R + 2R 

( b ) 将 ( a ) 的结果代入题图 3.3( c ), 可得一简化电路图(题图 3.3( e )) 根据叠加原理 


r = R 


T V n-l + ~ V n * 




2 


2 


2 


2 


( c ) 由 ( b ) 的结果进行递推就可得 




卜 T 厂 3 + 


"I - 


« « . 


2 


2 


2 


2 


2 


—1 个 


= 2、+ 2- 2 K 2 + …+ 2 一 X 

r = R 
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3.4 四个并联电容充电后通过铜导线放电，导线是否会熔化 


3.4 四个 l ^ F 的电容并联，充电到200 V ,然后通过 5 mm 长的优质铜导线放电.导 
线电阻 40/ m ， 质量 0.045 g / m . 问导线会熔化吗？为什么？ 

解总电容 


m 


(7 = 4 x 1 = 4( ^ iF ) 


电容储能 


4 x 10^ x 200 2 =0.08( J ) 


E = -CV 


2 


2 


铜线电阻 


/? = 4 x 5 x 10" 3 = 0.02( Q ) 


铜线质量 


= 0.045 x 5 x 10' 3 = 0.225( mg ) 


铜的熔点 


仁 1356(^) 


比热容 


c =0_091( cal ① /g • T ) 

若此铜导线原在室温下(隹 25 t )， 使它熔化所需热量 

Q = cmAt = 0.091 x 0.225 x 10~ 3 x (1356-25) 

= 0.027( cal )=0.11( J ) 


Q>E 


故此铜导线不会被熔化 


3.5 流过稳恒电流的 L /? 电路突然断路储能的变化 


3.5 如题图3_5所示，电键 S 闭合，稳定电流 
/= V // e 流过 L /? 电路，突然断开 S ， 问电路中电流/存在 

时所储存的电路中的能量将会发生什么变化？ 

解当 S 断开时，电路中电流/存在时储存在电路 

中的能量丄 U 2 ， 将会以电磁波的形式发射出去. 




题图 3.5 


2 


3.6 及 C 电路的能量转化 


( a ) 电路中的电容器由两片边长乙、相隔 d 的正方形金属板组成(题图3.6)，其电 


3.6 


① leal ( 卡 ）= 4.2J. 
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容值是多少？ （ b) 如果在 C 中储存有电能，证明电键闭合后，这些电能完全消耗在电阻上 

槪 C = s Q l}ld 


£S 


由于介质是空气 ^ = 

a 


(a) C 




(b) 设时，电容两端电压为％，则电容储能 Wc=-CV 0 2 


2 


一 “RC 


在 ^0 时闭合电键，则 Vc(0=Voe 


dV c (t) V 0 


一 tIRC 


i(t) = C 


e 


dr 


R 


题图 3.6 


消耗在电阻上的能量 




^t^cv 0 2 


-2t/RC 


W R = 


e 


2 


^= W C 


即电容上的储能全部损失在电阻 /? 上 


3.7 无限电阻网络 


3.7 (a ) 求如题图 3.7(a) 所示的无限网络的输人电阻 • 即 A 、 B 之间的等效电 

阻 . （ b) 如题图 3.7(b) 所示，电阻吣、及 2 并联，电流 /o 以某种方式通过它们.由 
功率消耗最低这两个条件导出普通电路公式中的电流分配公式 • 






⑻ 




I , R \ 


h 


R 2 


h 


( c ) 


(b) 


题图 3.7 

(a) 对于无限网络，设其总电阻为及，把第一节电阻分出，剩下电路为原电路等价 

的无限网络 . 等效电路如题图 3.7(c) 所示.其总电阻 

■ 

R = R^ + 


2 


R+R 


2 


即 R ^ RrR - R ^ O . 取正根得 


及 1 t yj R i + 


R = 


2 


2 
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( b ) 普通电路公式为 


Ii/Iz-RzfRi 


现推导如下 


/ 0 =/ l +/2 


功率消耗 


P = liR, + llR 2 = llR x + (/ 0 - h) 2 R 2 


功率消耗最低时 


dP 


—= 0 




得 


2 / 1 /? 1 - 2 (/ o -/ i )/? 2 =0 


r 2 


h ~ h 


3.8 无穷电阻网络的电阻 


3.8 考虑如题图 3.8( a ) 所示的电阻 网络. 所有的电阻都相等，并且网络无限延续下 
去.则4和 S 之间的电阻是多少？ 


(b) 


⑻ 


题图 3.8 


解该系统是一个无穷网络，所以，去掉最上面一层的两个电阻 R 之后，之间的总 
电阻应该不改变.设总电阻为兄，等效电路如题图 3.8( b ) 所示，而&就是 A 和 B 之间的电阻_ 


所以 




R + 


2 


1/R + 1/R 


3.9 单极低通滤波器的频率响应 


3.9 —个单极低通滤波器 (/? C 电路)的频率响应能被： （ a ) 无限级串联滤波器; 
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( b ) LC 滤 波器； （ c ) 单极高通 ( C /?) 滤波器，理想地补偿 

答案为 ( c ). 


3.10 方波脉冲加到及 C 电路，输出端的信号 


3.10 一个方波脉冲(题图 3.10( b ) 伽到题图 3.10( a ) 中电路 A 端，在 B 端会得到什么 


H3 


信号? 


电路时间常数 


/?C = lxl0 3 xlx 10 _6 = 10~ 3 (s) = l(ms) 


T = 


V a =5m(0-5m(^1) 


故 


V B =5 e ~' / r M (0-5 e 


—( 卜 l)/r 


“(/ 一 1) 


= 5 e _/ w (0 - 5 e -( r '° u(f - 1)( V ) 


其中 / 以 ms 为单位， \/ B 的变化曲线如题图 3.10( c ) 所示 


4 


0 


1 


-2 


题图 3.10 


3.11 RC 电路中电容储存的能量 


3.11 计算3#电容(题图3,11沖所储存的能量. 
解两个电容两端的电压 


m 


(1.5//1) 
1.4 + (1.5//1) 


x 4-2 =0.8( V ) 


V = 
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1.4Q 


6/iF 


I 


4V 


1.5Q 


IQ 


3 (iF 


2V 


题图 3,11 


3 pF 电容两端的电压为 


6 


x 0.8 = 0.53( V ) 


3 + 6 


3垆电容中所储存的能量为 


2 


-x 3 x KT 6 x 0.53 2 = 0.42 x 10^( J ) 


-CV 


2 


2 


3.12 电源、电容和二极管组成的电路中某两点的波形及电压 


3.12 题图 3.12( a ) 是由电压产生器、二个电容、二个理想二极管组成的电路.产生 

器在 a 点产生一个振幅为 V 的稳定对称方波.画出电路中 b 、 c 两点的波形图，并且给出它 
们的电平值. 


解理想二极管的正向电阻为0,反向电阻为 O ). 故在 a 点电压极性不同时，得到如下 
的等效电路图(题图 3.12( b )). 

设在某个负脉冲作用期间， Q 、 C 2 上的电压降分别为％、 V 2 . 则 a 、 b 、 c 的电势为 


Va=_V =V 2 

Vb=Vc = -V 2 

然后 a 点电位跃变为正脉冲，这时 Q 、 C 2 上的电压降是 V 、 V 2 . 则 a 、 b 、 C 的电势为 

v b =o, 

当 a 点电势再跃变为 -V 时，由于 C 2 上充的电荷无法放掉，则 a 、 b、c 的电势为 

V a =-V=V-V 2 
V 2 =2V 

V b =V c =-V 2 =-2V 


K = v 9 


K = - v 2 


因此 


为 + F 时 
为 一 r 时 


0, 


a 




V C =-2V 


一 2F ， 


a 


b、c 两点的波形图如题图 3.12( c ) 所示, 
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C t 


(b) 






V c 


3.12 


3.13 串并联电路暂态过程的电压表达式 


3.13 在题图 3.13 电路中，电容被预先充电至 
电压 Vo , 在^=0时合上开关.导出在此后 f 时刻 A 点的 
电压表达式. 


R 


R 


A 


V 2 


如题图 3.13 所示，设在 f 时刻，两个电容上 
的压降及三个支路电流分别为％、 t / 2 、 / 2 与/ 3 •由 
基尔霍夫定理及电容的伏安关系得 


wm 


3.13 


( 1 ) 


i x R + i 2 R-V 2 =0 

hR-V^O 


( 2 ) 


(3) 


dV2 


(4) 


卜 -c 


dr 




(5) 


f 3 = C 


6 t 


由式⑵、式 (5) 得 


-RC ^ 1 


h = 


dt 


由上式与式 (4) 代入式 (3) 得 




( 6 ) 


= 0 




ck 
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由式⑴、式⑷得 


dV 2 


h=jy 2 +c 


dt 


代入式⑹得 




解得 


3 + ^ 


3-V5 


2 


2 


V 2 = Aexp 


+ fiexp 


I 


RC 


RC 


3 + V5 


3 — y/S 


V l ^i l R=V 2 + RC^= 1 + ^ 


1-^ 


2 


2 


Aexp 


exp 


2 


RC 


2 


RC 


dt 


考虑到具体电路可以认为在合上开关前一瞬时电路处于稳定状态，即认为 

Vi(0)=V 2 (0)=±V 0 


得到 


^± A t ] 




土 5 t ^ V Q^V 


5-375 


2 


2 


V 0 exp 




10 


RC 


10 


RC 


—2*62^ 


™0.38 / 


-0,17exp 


土 L17exp 


% 


RC 


RC 


3.14 —个网络暂态过程中电容电荷随时间的变化 


3_14 —个网络包含两个回路和三个分支，第一支是一电池(电动势 e 、 内阻 i ? i ) 与一个 

开关 S , 第二支是电阻馬与电容 C , 第三支是电阻馬(题图 3.14) .⑻在 f =0 时，合上开关， 
计算电容 C 上电荷随时间的变化关系 . ⑻若电容器 C 上有初始电荷 0 Q ， 重复上述运算. 

设通过三支路的电流为/、 A 、 A ， C 上的电荷为 


h 


s 


q , 则有 


//?! + 7^3 

IR+IR+ ± 


£ 




Ri 


R 


01 


c 


c 一 q 




dt 


题图 3.14 


/ = /j + / 2 


联立上式可得 
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-Aq + B 




dt 


其中 


_ 及 1 + 及 2 _ 

+ 及 2 及 3 + 及 3 及 1 )C 


A = 




5 = 


i ? l /?2 +及2及3 +及3及1 


解方程得 


B 


-At 


d 由初始条件定 


q = d& 




A ， 


⑻若参0，则 


B 


d = — 


A 


所以 


B 


q = -a-c~ At ) 


A 


Ri + R 2 

(/?j/?2 + /?2^ 3 + 及 3 及 i 


£ 


1-exp 一 


尺 1 + 及 2 


( b ) 若分(0)=0 0 ，贝 ! j 


B 


d = Qo -~ 


A 


所以 


B 


B 


-At 


Q = ~ + (Qo 一 T) e 


A 


A 


k + ( e °- 


_ 及 1 + 及 2 _ 

+ /?2 及 3+ 及 3 及 1 )C 




exp — 


及 1 +/?2 


R x + 


3.15 RL 电路接通和断开电源足够长时间后电阻消耗的能量 


3.15 L 的电阻可忽略，初始时开关断开，电流为零(题图 3.15). 求⑻当开关闭合 

很长时间后，办上消耗的能量 .( b ) 当开关闭合很长时间 
后再断开很长时间，/? 2 上消耗的能量(注意电路图和上 

面列的数据). 

解 （ a ) 电键刚闭合时 

h 2 (0) = 




P:100V 

I + /?,=10 Q 

V J, r 2 =iooq 

[=10H 


Ri 


L 


V 


= 0.91( A ) 


+ 及 2 


题图 3.15 


闭合很长时间后 




电路时间常数 
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L 


=1_1⑻ 


T = 


Ri/fR 2 

/& ⑴=\ ( ①)+ [ 心 2 ⑼ _ /« 2 ( ① ) ]e‘ = 0.91e-° 9h (A) 

w R2 ^ri 2 R2 m 2 dt=l 


0.91 2 e 


-1.82 / 


xl00df = 45.5(J) 


o 


(b) 电键刚断开时 




以 0)= 瓦 


= 10(A) 


电感 L 储存的能量全部消耗在办上 

% =^1(0) 


二 X 10x100 = 500( J) 




2 


2 


3.16 串并联电路暂态过程中电感、电流随时间的变化 


3.16 开关 S 已断开很长时间，在/ =0 时合上(题 
图 3.16). 计算通过电感的电 流厶随 时间的变化. 

匕⑼= 0， / L (oo) = ^- = 0.05(A) 

ZUO 

从电感 L 两端看出的等效电阻 

及 200 x 200 
— 200 + 200 


200 Q 


10V 


10 " 5 H 


200 £3 


= 100(0) 


题图 3.16 


故时间常数 


-5 


L 10 

r ~1 oo 


= 10~ 7 ( s ) 


T =— 


0.05(1-e 一 1(j7 ')(A) 


-t/r 




3.17 立方体导电框架一条边两端点间的电阻 


3.17 如题图 3.17( a ) 所示，立方体框架扭，它的12条边为电导率均勻的 
导线，每边的电阻均为兄现在间接上一直流电源，忽略所有的接触电阻，试求该电源 
的外电阻是多少？ 

解不妨设立方体顶角 A 接电源正极.由于对称性以及电荷守恒， AB 、 A £、 0 )、 HD 
的电流相同， 设为 i . EF 、 BF 、 GC 、 的电流相同，设为设 AD 的电流为/根据基尔 
霍尔第一定理， BC 、 的电流为 Wu 的电流为 2 f . 

根据基尔霍尔第二定理，对于回路有 


ii/?+2ii/?+/i/?+(ii-0/?=0 
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B 


C 


A 


D 


F 


> - 


G 


E 


H 


(a) 


B,E 


C,H 


F —G 


A 


D 


(b) 


wm 


3.17 


即有同理对于 ASCZ ) A ， 可得戶这样 AD 间的电阻为 

H 

I 2i + j 104 + 144 12 

另解由于对称性， S 和 £ 电势相等，故可以用导线连接而不会改变线路的电流状态 
对于 C 和，情况也一样.故可得12个阻值为/?的电阻的等效电路如题图 3.17( b ) 所示. 
这是简单的串并联电路. 由图知 RAB = R B f = Rc ^= Ra ^/2, 从而 5 C 间的电阻为 

=-R 




R 


AD 一 


—1 


Rbc = 




R R R + R/2 + R/2 


5 


进而得 AD 间的电阻为 


R 


R 


— + 


R/2 + R/2 + 2R/5 


12 


3.18 立方体导电框架面上对角点间的电阻 


3.18 如题图 3.18 ⑻所示， 立方体框架 ABCDEFGH ， 它的12条边为电导率均勻的 
导线， 每边的电阻均为兄现在 AC 间接上一直流电源，忽略所有的接触电阻，试求该电源 
的外电阻是多少？ 

解考虑该立方体电路的对称性以及电源正极流出的电流应等于电源负极流进的电 
流，电阻器中的电流如题图 3.18( b ) 所示，由节点上的电流关系得 

/=2 x + y 9 y =2 z 




电磁学与电动力学 


272 


其中，/是电源正极流出的总电流.再考虑 A 和 C 间的电压与路径无关，给出附加方程 
2 xR ^ 2 ( y + z ) R . 求解以上三个方程得 


31 


x 


z = — 


4, 


a 和 c 之间的电阻是 2 x /?//， 即有 


3 R 


4 


⑻ 


c 


R 


R 


Vd 


A 


A 


C 


y 


R 


V 


G 


2R 


2R 


R 


R 


V H 


E 


(c) 


(b) 


题图 3.18 


另解 这一立方体电路关于 ACGE 面对称，可将它视为对称的两相同部分电路的并联， 
每一部分的等效电路如题图 3.18 ⑹所示.设 C 点的电势为0, A 点的电势为 V ,各节点(/>、 
H 点)的电势也已在图中标出.对此电路由基尔霍夫定律列出节点和回路方程如下 




( 1 ) 


3 R 


R 


v d -v h t v D _v-v D 

R R 


⑵ 


R 
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一 It 


无须求解上面整个方程组，将式(1)、式 (4) 相加即得 


= 2/ ,也就是/ = 


此 


U 


R 3R 


3R/2 


V 


等效电路的电阻为 V = — = 3/?/2.最后因为并联的关系，得 AC 间的电阻为 


72 = 3/?/4 


AC 一 


» 


3.19 立方体导电框架体对角点间的电阻，并考虑一个电极滑动的情况 


如题图 3.19( a ) 所示，立方体框架 A 5 a )£ FG ^， 它的12条边为电导率均勻的 

导线，每边的电阻均为兄现在间接上一直流电源，忽略所有的接触电阻，试求：⑻该 
电源的外电阻是多少？ （ b ) 若电源在 G 点的接线沿一条边做微小移动，请问这一电阻是增 
大还是减小？ 


imsE 


(b) 


(a) 


一 B 


C 


S 


A 


G 


(c) 


(d) 


题图 3.19 
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( a ) 不妨设立方体顶角 A 接电源正极.由于对称 性/点 的三条边流出的电流相等， 
设为纟.同样 G 点的三条边流过的电流相等，由于电荷守恒，应与 A 点的三条‘边流出的电 
流相等，也为 /. 在 B 点，由于对称性， fiC 、5 F 中的电流应相同.再根据基尔霍夫第一定 
理， SC 、 中的电流为 *72. 这样 AC ? 间的电阻为 


Uag ^ ab +^ bc + Ucg : iR + iR /2 + iR J r 


Rag - 


3 i 


3 i 


6 


另解由于对称性， fi 、 Z ) 和£三点电势相等，故可以用导线连接而不会改变线路的 
电流状态.对于 C 、 好和 F 来说，情况也一样.故 A 5、 AD , A £ 可视为并联， CG 、 FG 、 

也一样.可得12个阻值为/?的电阻的等效电路如题图 3.19( b ) 所示.这也是简单的串并 
联电路，故间的电阻为 


r ACt =^r+~r+-r=-r 

AG 3 6 3 6 

-⑻若电源在 G 点的接线沿一条边做微小移动，由于对称性，沿 GC 、 G £、 GW 效果是 
一 样的，不妨设沿 GC 移动到 S 点，如题图 3.19 ⑹所示.假设 | GSV | GC | = ; c , 因导线电导率 

均匀，从而 GS 间电阻为; c /?， 而间电阻为 (1- JC )/?. 这一立方体电路关于 ACGE 面对称， 

可将它视为相同两部分电路的并联，每一部分的等效电路如题图 3.19( d ) 所示.电流也已在 

图中标出，如果求得某一电阻的电流为负值，则表示电流方向与假设的相反.设 AS 间的电 
压为 V ，根据基尔霍夫定律列出节点和回路方程如下 


(1) 


*1 = h+J 


( 2 ) 


*2= 


(3) 


jR + U ( R +2 xR ) = i 3 ( R +2 R -2 xR ) 

i x R + h ( R +2 R -2 xR ) = V 


(4) 


(5) 


由式⑴~式⑷解得 


4 -x 


4 + 5 x 


( 6 ) 


l 2 = 


+ X 


代人式⑶即得 A ，这样得 h / 2 如下 


v 


4 -x 


V 


+ x 


(7) 


2 一 


20 + 8jc-10jc 2 /?’ 


20 + 8 jc -10 jc 2 R 


这样求得等效电路的电阻为 


V 20 + 8x — 10 义 2 10 + 4x — 5x^ 

- = - K =- R 




12 


6 


因此 AS 间的电阻为 


10 + Ax ~ 5 x 
- 


R as = R f /2 — 


( 8 ) 


12 


由此可见，若电源在 G 点的接线沿一条边做微小移动( X 很小)，则该电源的外电阻将增大， 
若移动到 x =2/5 则达到 最大. 此外式 (8) 中取 jc =1 则又给出题 3.18 的结果. 
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3.20 开关通、断瞬间和长时间后电路各元件的电流 


题 3.20 如题图 3.20 所示：⑻电动势都是直流 

的，开关 S 在 A 点很长时间后 £1 、/? k 办和 L 上电 
流的大小和方向如何？ （ b ) 开关掷向 B 后的瞬间 e 2 、 
此、办和 L 上电流的大小和方向如何？ （ c ) 问开关在 
B 点很长时间后 e 2 、 的、及 2 和 L 上电流的大小和方 

向如何？ 


e 2 =10V 


一 3 


一 « 2 =10 4 Q 


i=10 H 


q =5 V 


( a ) 开关在 A 点很长时间后 L 相当于短路， 


r { =io 4 q 

题图 3.20 


故 


’/? 2 =0 


d 

/?! 10 

= I Ri = 0.5( mA ), 方向向上 

I L = I €y =0.5( mA )， 方向向下 


= 0.5( mA )， 方向向左 


7 *i 


( b ) 在这一瞬间，4不变，故 


I L - 0.5( mA )， 方向向下 

_ 

设札、办上的电流为4 2 ,方向分别为向右、向上.则有 


+ 0.5 x 10'" =4 2 




IrRi + hA%' + 心 2 ) x 10 4 = Q = 10 


故 


I R{ =0.25( mA )， 方向向右 

Ir 2 = 0.75( mA ), 方向向上 

/& = 0.25( mA )， 方向向下 

I L = 0.5( mA )， 方向向下 


( c ) 类似⑻， L 短路，故有 


^2 


= l ( mA )， 方向向右 


J 一 ZA 

h 2 =0 

I L = l ( mA ), 方向向上 
7^= l ( mA ), 方向向下 
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3.21 /? L 电路暂态过程中电流、电势差变化及电阻消耗的能量 


3.21 如题图 3.21 所示,开关放在 A 点很长时间 
后，在/=0时刻突然掷向 B 点，在打到 B 点这一瞬间， 
问:⑻ 电感 [ 上的电流为多大？ （ b ) 通过电阻的电流 
的时间变化率为多大？⑹ B 点的电势(对地)为多大？⑹ 
L 两端的电势差的时间变化率为多大？⑻在《=0至 0.1 s 
之间消耗在电阻 K 上的总能量是多少？ 

⑻电感电流不能突变，所以 

/⑼ 1( A ) 


國 


题图 3.21 


d 屹 


( b ) L 


— k R 


dt 


10 


d 屹 


R 


=—10 4 (A/s) 


= 一乙 (0)7 = -l 


dr 


L 


/ =o 


v B (0) = -i L (0)R = -1 X 10 4 = - 10 4 ( V ) 

V L = V B = 

A R 


(C) 


(d) 


2 


R 


dv L 




L 


dt 


dt 


t=o 


t^O 


(10 4 ) 2 


=—10 8 ( V / s ) 


( e ) 


—10 4 r 


-Rt/L 


( A ) 


i L ( t ) = i L (0 )c 


=e 




2 


R 上耗能(在到 0.1 s 之间内) 


11 ^*2x10 4 x0.1 
2 2 


%=:"乙 2 ⑼一： W (01)=7 


= 0.5( J ) 


e 




2 


2 


3.22 微分电路输出波形随负载的变化 

3.22 如题图 3.22 ⑻，电路中脉冲电压源内阻可以忽略，它输出幅度为 IV 、宽度为 
io 、 的脉冲.电路中的电阻/?可以从 io 3 q 变为 io 4 q 、 io 5 a. 假定示波器的输入经过适当 
的补偿而对正被检测的电路不带来负载，分另帽出只取 io 3 q 、 io 4 n 和 io 5 q 时示波器上的 

波形草图. 


m 



3.23 电键 S 掷向 A (题图 3.23) •⑻求出 S 掷至 

大小和方向(沿纸面向上或向下).现在让 S 掷向 B (断开 
位置 ).（ b ) 求开关刚掷到点时札、於、^上电流的 

大小和方向 . ⑹求 S 从 A 掷到 B 0.5 s 后^ 

上电流的大小和方向.在掷到 Bis 后再把 S 掷向 C ( d ) 

求 S 刚由 B 掷到 C 时，及 2 、/? 3 、心、/?5上电流的大小 

和方向. 


2V 


2 、 3 


CS 


or 


( a ) 电键掷在 A ，用三要素 


3.23 三掷开关控制的电路中电阻上的电流 


脉冲发生器输出为《( 0 -《(卜 l)v, r 用畔作单位，在哗中电路阶跃响应为 

所以 C 7? 电路输出 


—tIRC 


u(t)c 




-t/Rc 


( V ) 


一 （f 一 l)c 


v 0 = u(f)e 


故示波器上波形草图如题图 3.22( b ) 和题图 3.22 ⑹所示 

① R =\ 0 3 n 9 2?01( T 7 s ， ？用辦作单位有 


«( r - l ) e ~ 10( M ) ( V ) 


- 10 / 


v 0 = u(t)e 

® /?=10 4 Q , RC^1\is, f 用恥作单位有 




v 0 = W - w ( M ) e ] +1 ( V ) 


③ R^10 5 Cl y RC^\0\is y f 用 |as 作单位有 


一 （卜 l)e 韻卜 ”( V ) 


-0.1/ 


0 = (0 e 


V 


题图 3_22 


0.37 


2 


一 6 


脉冲发生器10 


0 


-0.23 

-0.63 


t ㈣ 


⑻ 


(b) 


0 




(c) 
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C-100pF 


脉冲发生器 U «示波器 



1] 


Ki 


國 


M \ 


tUMM 






的 


流 


5H—^ 


电 


2 

I 




2 

/? 


az/l=c^ 


23 


1M 

/? 


经 


流 




后 


电磁学与电动力学 


278 


2 


2 


/!(0) = / 2 (0)= 


=0,4( A ) 


R { + R 2 3 + 2 


i 3 (0)^0 


2 


A (°°) = 


=0.59( A ) 


+ /?2 // 


R 3 £\( oo )=0.12( A ) 


匕（00) = 


/? 2 +/?3 




1 ^( 00 )=0*47 ( A ) 


^3 = 


/? 2 +/? 3 


由 A 两端看出的电阻 


=1.7 ⑼ 


/? = /? 3 + 


+ 及2 


5 


时间常数 


T ~ L^I R = — 


⑻ 


L 7 0.34 


t i ( t ) = i ( oo ) + [ 1 ( 0 ) - i ( oo )] e~ r/r 得 


价)= 0.59 - 0.19 e ~°_ 34 '( A ), 方向向上 
1 2 (0 = 0.12 + 0.28 e -°- 34 '( A ), 方向向下 

i 3 ( t ) = 0.47(1 - e ^ 34 r )( A ), 方向向下 

( b ) 经过几秒钟后可以认为/ 34 、0,故开关刚掷到 B 点时有 

ii(0)=0 

i 2 (0)=0.47 A , 方向向上 

/ 3 (0)=0.47 A ， 方向向下 


上面利用了 “电感电流不能突变”的原则 

(C) ，故 


/!( 0 . 5)=0 


5 


L 


= 2( s ) 


/? 2 +/? 3 


2 + 




2 


/ 2 (0=0.47 e ^ 5 f ( A ), 方向向上 

i 3(0=0-47 e ~° 5 r ( A ), 方向向下 
/ 2 (0.5)=0.37( A ), 

/ 3 (0.5)=0.37(八)， 


方向向上 
方向向下 

( d ) i 3 ( l -)=0.29 A ， 方向向下.由于电感电流不能突变，故在时 S 掷向(:有 i 5 ( l +)=0, 

i 3 (1+)=0.29 A , 方向向下 * 
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R2 i 3 (l+) = ^3(l+) 


Z 2 ( l +) = i 4 ( l +) = 


2 


= 0.145( A ), 方向向上 


3.24 LC 电路中电流源频率的变化与电压表读数间的关系 


题 3.24 —个电流源 fo sin ⑽，其中6为常数，与题图 3.24( a ) 的电路相连，电流源的 

频率 G ) 是可以控制的，自感 Li 、 L 2, 电容 Q 、 C 2 都是无损耗的，一个测量正弦交流电压 
峰值的无损耗电压表接在 A 、 B 之间，且有乘积 LiC 2 > LxCl ( a ) 求当很小时(非零)电压 
表读数 V 的近似值 .( b ) 问题同上，此时很大(但有限 ).（ c ) 以①为参数定性画出整个电 
压表读数的曲线，定出并解释各段的特征 . （幻找出对于所有⑺值都适用的电压表读数表 


达式 


( b ) 


(d) 


( c ) 


题图 3.24 


( a ) 此时的等效电路如题图 3 .2 4 ( b ) 所示 


IqQ)L^ 


=J 


V 5 


所以 


__ 

v 表—芯 


( b ) 此时的等效电路如题图 3.24( c ) 所示 

4 = 泛 q 




^j2o)Ci 


所以 


1 0 




^ j 2 o ) C x 
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(C) 令0 ^ = 


因为，所以岣>叫，电压表读数 V 随《的 


~I ’ ^2 = ~ I " 

Vaq 4^2 

变化如题图 3.24( d ) 所示_其中在(0，％)范围内为纯电感性，在(外 o )) 范围内为纯电容 




性 


(d) 


^BA = 


Zq ^ + z Ci 


二 j 仿 q + 




}o>C 2 


^BA = h^BA 


电压表读数 


*0 


v -\ v ba ^\ z ba 


l o 


3.25 振荡器中的瞬时电流与位相差 


3.25 如题图 3.25 所示的电路中，两个线圈 h、 

Li 的互感系数与 A、h 是一样的.⑻求振荡器中瞬时电 
« hit ), 写成频率的函数 .（b) 振荡器输出的平均能量是 
多少？写成频率的函数 .(c) 求出振荡器频率等于次级回 
路响应频率时的电流 •（d) 当振荡器频率趋近于次级回 
路的响应频率时，输人电流与驱动电动势的相位差是多 




少？ 


(a) 设初、次级回路的电流分别为 h，i 2 , 可得下面方程 


( 1 ) 


V = I X R + jcoLy^ + }Q)MI 2 


h 


( 2 ) 


0 = + + 


]o>C 


由式⑴、式⑵得 
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h = 


co 2 M 

―① 1 ^! 


R + ja)!^ + jcoM 


C 


V 0 


一拗 


e 


2 


2 


(o J M 


R 2 


o ) L ^ + 


2 


- 60 Z^2 


c 


q ) 3 M 2 


COLy + 


2 


h 


- co 


C 


tan 沴 = 


R 


其中， ^ 是输入电流与驱动电动势的相位差 

考虑到条件 L=L2=M=L， 则有 


V 0 


一 i 彳 


h = 


e 


L 


2 


/T + 


1 — o )^ LC 


(OLIR 

\- q) 2 LC 

i x (7) = — cos ⑽-彡) 


Z 


其中 


2 


a)L 


2 


Z = AR ^ + 


2 


1 一 co^LC 


Vo 2 


(b) p(t)=V (0*i (0 = — cos(6>/ — 多) cos cot 


Z 


Rv 0 2 


邮一 


T 


2 


cos(o)t - cos cotdt = 


p = p = 


2 


2 


2Z 


L 


2 


R ^ + 


1 ~ o? 2 LC 


( c ) 当必 = 7 ^ 时 ， Z = ^hx> 7 i\(t) = 0 


TC 


时， tan 沴一 >Qo， ^― > — 


(d) 当 


VZc 


2 


3.26 高抗阻减弱回路 


一电子电路产生的波形会随着最小的波形失真(最大的带宽)而 减弱. 题图 3.26 中 
用了高抗阻减弱回路，在此图中加一任意元件以达到以上的要求，并求出元件 的值. 


3 
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解 Q 的存在使放大率 (VUA^) 与频率相关，这种 
频率相关性可以被消除.这可以通过选择合适的电容 
值 Ci、c 2 和 c 3 分别与电阻私、办和均并联来实现. 

每个并联的和 C 电路的阻抗为 

— + }0}C = —(l + }O)RC) 

Z R R 

很明显，如果电容满足吣则每一 
个电阻和电容的组合都会对它的阻抗有一个相同的频 
率相关.于是，电阻的比例与频率无关，在纯电阻的电 
路中它等于放大率，换言之， Co 在放大率中产生的效 






题图 3.26 


果被别的电容的引进给抵消了 


3.27 低通滤波器的截止频率 

题 3.27 题图 3.27 ⑻所示是一 1、 C 无限链.对于这一网络，存在一个频率叫:，只有 
频率< 6? c 的信号才能 通过. 用电子学的术语来说，这个网络是 一 低通滤波器，而 c>c 称截 
止频率.证明这一事实，并把吟用参数1、 C 表示出来. 


⑻ 


(b) 


题图 327 


解直观上可以看出网络为一低通滤波器.当历= 0时，感抗为零而容抗为00,这时网 

络相当于一导线，显然信号可以通过.而当仿大时，感抗大阻碍信号通过，同时容抗小， 
使通过电感的信号很容易分流回信号源_这样信号每传一级振幅就变小，就无法通过无 


限网络 


从每一级 L、C 链向后看，都是无限网络 • 从这一点看，每一级后面的阻抗特性是一样 
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第 3 章 


的.信号沿这一网络传播，必须通过每一级 M C 链后，振幅都不衰减才能传到无穷远 •由 
于这是一个无限网络，如去掉一级 L 、 C ， 网络总阻抗不会有变化.感抗为 AziaL ， 容抗 

设网络总阻抗为 Z ， 则有 


为 z 2 = 


* 


uoC 


Z 2 Z 


=z 


z 1 + 


z 2 + z 


(z 1 ± > /Zi 2 +4Z 1 Z 2 ) 


情况.故取 


由于 z 2 =0 时，应有 Z = Zi 


由此式解得 


》 


Vlc 


_ 


2 


Zi + Jz^+ ^z x z 


2 


即有 


z = 


2 


4 L 


io)L 1 

丁 2 

设网络输入电压为％，则经过一级1 C 电压为 

V X = U ,~ Z X = 


-co 2 L 2 


z = 




c 


A 


U Q = aU Q 


1 


Z 


z 


4 


经过 n 级后的输出电压为 t/ rt = a n t /^ 可见网络的传输性能完全由参数 
确定.因此我们下面来考察一下这个 参数： 


a 


其中 ， a = l - 


Z 


a = 1 


Z 


( 1 ) 


4 L 


-co 2 L 2 


-uoL + 




C 


^ - o? 2 L 2 


io)L + 


C 


2 


2 


时 lakl . 

由于只有 I a 1=1 才能使信号通过网络.由上可知，网络是一低通滤波器， 
截止频率为<% = 


，贝 ! JI a 1= 1;而 a > 


如果 c ? < 


vie 


VZc 


2 


VZc 


解二 (基尔霍夫定律）如题图 3.27( b ) 任取一个编号为 n 的网格(《=1，2,3,…)，各点电势 
及各网格上电感中的电流强度如图所示.不妨设下面导线的电势0,则由基尔霍夫复数形式 

方程组得 


( 2 ) 


U n + io)LI n =U 

G n=On-l~K)—^ 


rt+l 


(3) 


式 (2)、 式 (3) 中消去 t / ，即得 


2 


(4) 


U2 - dc)w，0 

为解此递推关系式， 令1=^0,， 则代入式( 4 )得 
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2a 


-(2 - o ) 2 LC ) c a +1 = 0 


e 


令; l = ，解此二次方程得 


1 一丄 土丄 yla> 4 l}C 2 -4o) 2 LC, 


a \,2 一 


^•^2=1 




=e 


2 


2 


2 


4 


讨论 1) 0) 2 


时 ，\ =1 

-1<4<0. 可见/„=/。¥.当/2400时， /„—0. 可见这种情况信号不能通过网络 

2) -时 ，\ I /Ij N -^2 1= 1 . 取 e* 2 


> 


(O 




2 


2 


LC 




2 


2 


LC 


中0<彡< 丞满足 tan^ = ^ l 4 a ) 2 LC - co 4 l } C 2 


2 


LC L 这种情况正相应于信号向①方向 


1 


- (0 


2 


2 


2 


4 


传播.可见时信号可以通过网络.截止频率为叫；= 


VZc 


LC 


解三 设信号可以通过网络， 设编号为 n 的网格上电感中的电流为 /„. 首先论证，相 
邻网格上电感中的电流振幅相同，只相差一个相位 #• 

假设 I /„ +1 W /„ 丨 ， 令 I /„ +1 1/1 /„ h r„ ，则 r n jt\. 因是无限网络，有 r„=r n f=r. 若① r>l ， 

则当时， 


r n I 0 , ， 这不 可能； 若② r <0, 则当 n — o) 时， 

r n / Q — 0,这与信号可以通过网络矛盾.这样由矛盾知相邻网格上电感中 

的电流振幅相同，只相差一个相位.因是无限网络，各相邻网格上电感中的电流相位差均 
相同， 设为， 可令 


♦ = 


1=1 / rt _l 


/ rt _i 二 /q C0S(fi>/ + Ai+1 = ,o cos ( ⑽一多 ) 


I n - / 0 COS 0)t y 


现考虑编号为《的网格 


=士(4-1 乂) = + ^| sin 名 


dU 


(5) 


C 


2 


dt C 


2 


21 


dU 


o 


n +1 =+(4—4 +1 ) = 一 


( 6 ) 


sin mt-— si 


111 


2 


C 


dt 


C 


2 


dl 


L = -I 0 sinfl^ • a?L ，故 


Mv n -u n 


+1 ^ 


dt 


d(m 


= -o) 2 U 0 cos cot 


(7) 


dt 


由式 (5) 〜式⑺，得 


sin 2 1 cos cot - - co 2 LI 0 cos ot 

， 由此即得 


2 


4sin 2 — 


VZc 


2 


3.28 通过电阻器的电流的振幅和位相 


如题图 3.28 所示的电路中，所加电压的频率 


3 


题图 3.28 
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co ^ h 4 lc . 求流过电阻器的电流的振幅和位相，用电压和电路参量来表示 

这个电路的等效电阻为 


2 


R - jR^Co) 

1 + ^cW 


= } La ) + 


-+jfi?C 


La) + R 2 C 2 Lq) Z - R 2 Ca) 

1 + (RCo )) 2 


R 


1 + R 2 C 2 o ) 2 


电压频率为历 = i / VZ?， 这样 


L 2 


RL 


Z = 


l + r 2 c + \l + r 2 c\^lc 


因此流过此电路的总电流为 


rl ^ 








流过电阻器的电流为 


Ir - 


l + jO}CR 


= V^e 


Z? 


1 1 + jcoRC 


RL 


l+r 2 c + \l+r 2 c JVlc 


'/?2 




e 


式中 


2 


2 


L 2 


L 


L 


RL 


R^+ — 


1 ~{l + r 2 c 


l+r 2 c lc l+r 2 c 


c 


/?2 = v 1 + ( fi ? C 7 ?) 


1 L 


S l - arctan 


R\C 


S 2 = arctan(fl?C/2) 


3.29 计算电阻消耗功率最大时互感和电容值 


3.29 如题图 3 . 29 所示电路中， co、 凡 、/? 2 、 L 
是固定的， C 和 M ( 两相等电感 L 之间的互感 ) 可以改变 . 
计算处上消耗功率最大时的 M 和 C 值？最大功耗是多 


题图 3.29 
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少？如果需要，可以假定 coUR 2 > 10 . 

解假定初、次级的电流方向如图所示，则由电路可得方程 


Vo-RJi+h 


+ }eoL + j o ) MI 2 


C 


0 = I 2 R 2 + m ] Q } U 2 + l < oMl x 


联立求解得 


j a ) MCV 0 


h = 


R2 


q> 2 (i 2 —m 2 ) - 桃]一 l+ j 


-coLCiRy + R^) 


因为 P 2 = 去 l / 2 l 2 i ? 2 , 所以当 l / 2 l 取最大值时， z ? 2 上消耗的功率也最大 


2 


OVq 




. + t^O Lc(jRi+jR2) ]} 


{ CO 2 !} - R x R 2 - L / C )- co 2 M 


M 


I / 2 I 的分子是固定的，而分母又是两项之平方和再开根号，所以 U 2 I 最大也就是它的分母 

根号中的两平方项同时取最小值. 


/? 2 


- + Rj ) r 最小可取0，这时 


MC 6 ) 


冰 0 


只 2 


U 1= 


C = 


2 


IR 2 


l ( Ri + R2 ) 


a) 2 M 


M 


由于 


R ^+^ o ) 2 !}/^ 


( o 2 M + 


M 


/ fj /?2 R '0)2 f /?2 


R 2 


R i R 2 + K L \c = 


当历 2 m = 


时等号成立 _ 所以，当你= 


i ? 2 


wl +^ 2 ) 


M 


P 2 取得最大值，且此时 


Vo 


Pl =-\ h ^^2 




2 


% R X 


假定 O > I //? 2 >10, 则得 


%( o 2 I } R x 


Pi = 


此时为最大功耗 
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3.30 理想变压器初、次级线圈的初始电流及电阻消粍的总能量 


3.30 如题图 3.30 电容两初始电势差为 V ，变压器是理想的，无内阻，无损耗_ 

在 r = 0 时开关闭合，假定线圈感抗与 A 和 z ? s 相比很大.计算： （ a ) 初级线圈的初始电 
流 .（ b ) 次级线圈的初始电流 .（ c ) 电压 V 降到它原来的 e 4 的所需时间 .（ d ) 最后消耗在足 

上的总能量. 


m 


题图 3.30 


解因为变压器是理想的， 狐]% fN s = V v fV s ， N v IN s = UI P . 

( a ) 因为次级线圈中的电 阻尺感 应到初级回路的等效电阻为 

f N \ 2 

心 kf A 


所以初级回路的时间常数 


(Rp+K)c 

V c =Vc 




-tfr 


则 


dV c _ 


-t/r 


= -CVc 


=— c 


dt 


V 


_t IT 


R P + K 


初级线圈的初始电流 




(0) = V /(/2 p +^)- 


Rs 




N 


(0) = i v (0) 


( b ) 


啊十 N 2 p R , 


(c) V^=e _1 V ， 贝 ! 1 


N 


Rs c 


N 


N v N p N s V 


_t IT 


(d) 


N 
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R , c 


吻+ W 


2 




心 C 


331用 /? C 串并联电路“代替”变压器电路 


3.31 对一给定频率，适当地选择/?和 C 的值，左边电路(题图3_31⑻)就可以在任 

何精度下“代替”右边电路(题图 3.31( b ))( “代替”意味着如果在一个电路中有 V ^ IZ R ,而 
在另—个电路中有 Vo = 7 Zl ， 那么4能够选得使 Zi / Z /?= 而0可以任意小).计算在 200 Hz , 
6 k 0.01 时能够代替互感 M=lmH 的 i ? 和 C 的值. 


II 


c 


R Vo 


R 


(a) 


(b) 


题图 3.31 


由题图 3.31 ⑻可得 


R 


HR 


V 0 = 


i<oC 


R + ^- 


}0)C 


R 


R 


2 R + ^— 


4R 


C 


< arctan 


IcoRC 


由题图 3.31( b ) 得 


7 C 


IM(o<- 


V 0 = jfi)Af/ 




2 


R 


( 1 ) 




4R 


n 


( 2 ) 




ctan 


2Ro)C 


2 
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由式⑵得 


o)RC = — tanO 


2 


取汐= 0.01，贝 lj 


o)RC = 0.005 


由式⑴得 


R = Mco 4 + 


=10~ x 2 ti x 200 x 


251( Q ) 


( oRC ) 2 


0,005 二 0.005 
0 )R 2 tcx 200 x 251 


1.6 xl ( T 8 ( F ) = 0.016(| iF ) 


c = 


3.32 “黑盒子”里的电路是怎样的 


332已知某个带有两个接线口的“黑盒子”，内有一个无损耗的电感 L 、 一个无 
损耗的电容 C 和一个电阻 /?. 盒子连在 1.5 V 的电池上，流过的电流是 1.5 mA ； 连在 1.0 V (有 

效值)、 60 Hz 的交流电压上时，流过的电流是 0.01 A (有效 值)； 若保持交流电压不变而增加 

其频率，则发现在 1000 Hz 处流过的电流经历一个超过 100 A 的极大值.那么这个盒子里的 

电路是怎样的？ C 的值又是多少？ 

当戶 1000 Hz 时，电路发生谐振，且这时电流取极大值， 

即阻抗取极小值.我们知道 LC 并联回路谐振时不论及接在何处， 

阻抗总是取极大值，因此乙 C 一定是串联.又在直流电压下电 
路导通，因而及与—定是并联，电路图如题图 3.32 所示. 

直流时， C 开路 


\1 


题图 3.32 


/? = - = —= l ( kQ ) 


I L 5 


谐振时 


LC = 1/ q)q 


1.0 V 


当戶 60 Hz 时， IZh + = 


= 1000,又 


i 0.01 A 


Z = 


— + 


- h 


<4 


R 


R 


o)L - 


L 1- 


C 


2 


O ) 


一 1/2 


L = 


2 


G>1 


1 


2 


(D 


Z " R 


2 


0) 


因为 
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1000/60>10 


\Z\= — R, 


C0 Q /0) 




10 


故 


60x2ti 
6)q (1000 x2tc) 


CO 


xl00 = 0.95(mH) 


L 泛 




2 


27(^iF) 


C 二 


2 


co\Z I 60 x 271x100 


3.33 电阻负载的变化与消耗功率的关系 


3.33 题图 3.33(a) 所示方框包含有线性电阻、铜线和干电池，以普通方式连接•用 

两条导线作为输出端 A 、 B ， 如果一电阻被接到 A 、 B 上，消耗功率为 2.5 W . 如果 

接到 A 、 B ， 则消耗功率为 0.9 W •⑻若联接 30 Q 电阻在 A 、 B 上(题图 3.33( b ))， 消 

■ 

耗是多少？ （ b ) 当电阻 /?=10 Q 上串联一个 5 V 干电池，再联接到 A 、 B 上(题图 3.33 ⑹)，消 
耗功率是多少？ （ c ) ( b ) 的答案是否是唯一的？解释之. 




⑹ 


(d) 


R , 


10Q 


⑻ 


题图333 


我们利用戴维南定理，可以将黑盒等价于题图 3.33(d )， 依题意时， 
P:2.5=Vg f R • 故 V / f 5 V ，/?=90 Q 时， P^9=vllR , V ； e 9 V . 故有 


10 


s 


f = 10V 


10+/?, 




90 


= 9 


s 


90 + 八 


(a) /?=30Q 时，则有 





电路分析 


291 


30 


P = V fi 2 //? = !.875( W) 


xl0 = 7.5(V), 




30 + 10 


( b ) 如在 /^10 Q 上，串接 一 A 5 V 的干电池，则有 


2,5V 


10 


(e 土 s r ) = 


V R = 


7.5V 


10 + 10 


0.625W 

5.625W 


P = V^/R 


( c )( b ) 的答案不是唯一的，如题图 3_33( e ) 所示，当 s 与 s ' 同向或反向时结果即不同 • 


3.34 螺线管线圈的自感 


3.34 一个螺线管均勻绕有100匝线圈，它长 10 cm 、 直径 2 cm . 求线圈的自感 

( > Uo =47 txlO ~ 7 ( T / m )/ A ). 

忽略边缘效应，认为螺线管中磁场处处均勻.由#及 = 外 /， 

其中《 =尽为线圈匝数密度.故总磁链 


m 


可得管内磁场 


A = 7cxl0^(m 2 ) 


y/ = NBA, 


电感 


T ¥ NAMqNI _ 
— 


II 


100 z x4tcx10 _/ xtcxIO 


= 3,95x10 一 5 (H) 


L = 


ai 


3.35 带阻抗的螺线管内电流衰减 e — 1 所需时间 

一 回路由一线圈组成，线圈匝数为10 4 , 
半径为 20 cm ， 截面为 5 cm 2 . 内含相对磁导率为1000 

的铁芯，阻抗为 ion , 求其中电流衰减至初始值的 e 

时所需时间(当线圈突然短路时). 

等效电路如题图 3.35 所示，得 


m 


3.35 


-i 


题图 335 


61 


v = ir+l— 


dt 


V t^o =V o 
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V =0 




一 "r 


-t/r 


/ = / 0 e 


e 


R 


L 


其中 ^ 云. 

K 

当 7 = 4 e -1 ， 则？ = 7.因为 


AT A 


L = MMo 


2 nR 


10 4x2 x4tix10— 7 x10 3 x5x10 


= 50( H ) 


271x20x10' 


所以 


L 50 

t = - = - 

R 10 


= 5( s ) 


3.36 开启电磁铁时，两磁极间的圆线圈流过的电量 


3.36 一闭合圆线圈放在电磁铁两极间，其平面平行于磁极表面，线圈半径为屮 
总电阻为及，自感为 L 如果开启磁铁，它将产生一均匀电磁场 趴穿过 线圈平面)，问流过 
线圈上任意一点的电量是多少？ 

通过线圈的磁通量变化时，将在线圈上感生出电动势 e ， 从而引起感生电流 I 并 
有自感电动势1#故 


dt 


di 


s + iR + L — = 0 


dt 


edt + iRdt + Ldi = 0 


» i ( qo ) - 0, i (0) = 0，按£由0到 oo 积分得 


所以 f 


dr dt 


= 0 


_ A ^ + 


A 彡 Bna 




R 


L 的存在不影响 1 它只是使 i 的变化缓慢些 
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3.37 连负载的螺线管上绕有通电副线圈 


3.37 —空心螺线管长士 m ， 截面 1cm 2 , 匝数为 1000. 忽略边缘效应，它的自感 


2 


为多大？ 一个100匝的副线圈也绕在这个螺线管中部，互感为多大？现有 1 A 的稳恒电流 
流入副线圈，螺线管连接着 io 3 n 的负载，如果上述稳恒电流突然停止，有多少电荷流过 


电阻? 


我们设螺线管中有电流/，则其内部的磁场为的方向为轴向 


总磁链数 


y/ = N(/p = NBS = N 2 MqSI/1 


自感 


L~ — = N 2 /JqS / 1 


1000 2 x4tix10^ 7 x10 


= 2.513 xlO^(H) 


L 


1/2 


由这个电流引起的穿过副线圈的总磁链数为 〆 = 互感 


= 2.513xlO _J (H) 


M =^ - 


因副线圈有电流 /=1 A 引起的过螺线管的磁链数 〆 = 电流/停止时，螺线管上将 

有互感电动势和自感电 动势. 由基尔霍夫定律得 


d〆 


di 


-dy/ f = Ridt + Ldi = R6q + Ldi 


= Ri + L—, 


dt 


dt 


积分得 


MI = Rq 


所以 


MI 


q = 


R 


2.513 x1(T 5 x1 


10 


= 2.513 xlO~ 8 (C) 


3.38 冲击检流计测磁场 

3.3$ 如题图 3.38 ⑻所 不： G 是 一 个冲击检流计(即它的偏转角度沒是正比于迅速流 
过它的电荷 S ). 图示线圈 L 最初在磁场仇=0中，然后，开关 S 闭合，有 J =1 A 的电流流 
动，并且 G 偏转^=0.5(1^)，然后返回原处.再将线圈迅速移进一个磁场价中，观察得 G 

偏转 <9 2 =l(rad). 问磁场艮是多少？ 


m 
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/?! 


Ri 


N 


100Q 


h 


fe 

/I 


52 


^ = 100 
a-lcm 


L 


S 


S 


/=1A 


A/=1H 


G 


(b) 


(a) 


题图 3.38 


方向如题图 3.38( b ) 所示，设右半部线圈总自感 为“， 故 


d / 2 


s x =M 


dr 


dt 


d 《一. _ _ Af di 2 L 

/?j /?! df /?! df 

因为 i 2 (0) = 0, / 2 (oo) = 1,^(0) = 0 ， 所以积分可得 


dr 


M 


h 


M 


K i 


<h = 


Ri 


0 /?! 


0 


当送入磁场氏中时 


d 妁 


^(oo) = ^NB 2 S, 妁 (0) = 0 


e i = 一 


dt 


故 


扣 2—; _^2 = Z 1^ 

/?! /?! dt 

NB 2 na 


2 一 


dt 


2 


分 2 = 




因分 oc <9 ， 故 


q x 0 X M ^ jco ) 

q 2 0 2 NB 2 na 


2 


lxlxl 

0,5 x 100 x 71 x 10 


一 0 2 Mi 2 ( c o ) 一 

0 'N na 1 


= 63.4( T ) 


B 


2 一 


3.39 塞有导体柱的两个理想导体盘间的磁场和玻印廷矢量 

_ 

3.39 两个半径为 a 的理想导体盘相距为幻。 一 个髙为 h 、 半径为6的固 

体圆柱塞在圆盘的空隙内.体电阻率为 P ， 初始时刻，圆盘连在一个电池上(如题图 3.39). 

⑻计算间隙中每一处的电场(作为时间的函数)，设此过程为准静态的，电池和电容断开(忽 
略边缘效应和电感 ).( b ) 求出间隙中各 处所作 为时间和距离 r 的函数 ).( c ) 计算两极间的玻 
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印廷矢量，定性解释在 ffl 和处它的方向 .( d ) 给出在特殊情况时能量守恒定律(玻 
印廷理论)在圆盘间体积中适用的证明(通过详细计算). 


开 w 关 


b 


a 


2 


h 


导体 


Vo 


P 


题图 339 


( a ) 设 〖时 刻上极板带电+0，下极板带电-!2,因为界上面五在切向分量连续，所 


以 


Q 


在 z </ i 处均匀 


E = 


匕， 


2 


z 


na £ 0 


r < b ， 

I = jnb 2 = orEnb 


J = (tE 


dQ 


2 




dt 


故 


dQ 


t ~^ 2 = 


中 (7 = — 


cr 


j 


ck 


P 


na £ 0 


2 


a e 0 p 


Q = Qo^ t/T ^ 


其中 


T = 


b 2 




一 "r 


f tlT e 


E = EqQ 


e 


z 


z 


h 


( b ) 利用安培回路定律 


d / 


r<b 




故 


_ W r 


B-2nr = /jQjnr 2 , 

g= 外為 

2 ph 


2 


-t/r 


r<b 


e 0 ， 


e 


当 b < r < a 时 


= jnb 2 ^ 


故 


9 


2 rph 
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B 


(c) S = ExH 、 H= —— ， 0<r 〈&时 


Mo 


Vo 


J % 

2ph 


-tfr 


一 " r 


s = 




h 


故 


Vo 


-2t/r 


s=- 


2p\h 


在 b<r<a 处 


b \ 




一 tit 


-"r 


s =— 


2rph 


h 


1 V 0 b 


-2t/T 


5 =— 


2rp\ h 


在和 r = Z ? 处 S 方向均为 4 r ， 这是因为电磁能量局限于板隙体积内(理想情况下)， 
所以处能流密度方向垂直圆柱侧面流向间隙内. 处 s 方向沿垂直于 y 的方向辐射向 

内，即电磁场向柱体提供焦耳损耗所需能量. 

( d ) b = a ， 流入柱体内的功率 


(V 0 a) 2 7ie~ 2//r 


SdA = 


巧= 


ph 


柱体焦耳热损耗功率 


ph 


1 Vo 


一 "r 


p 2 = i 2 r = 


na 


e 




p h 


na 


= --(y 0 a) 2 e- 2r/r 


ph 


Pi +P 2 =0 

即从柱体侧面流入柱体功率与柱体电阻消耗功率相等，即满足能量守恒定律. 


3.40 同方向绕在铁芯上的两个线圈电阻上的电流 


题 3.40 如题图 3.40 所示，两个线圈 A 、 B 以相同 
方向绕在铁芯上，试指出图中流过电阻 r 的电流是向左 
还是向右，并对下列各种情况的答案说明理由 ： （ a ) 开 
关 S 开启 .（ b ) 电阻减小 .（ c ) 当铁棒与两线圈并排放 

置时. ( d ) 线圈 A 离开线 

线圈 A 上电流方向如题图 3.40 所示，据右手 
螺旋定则，产生的磁感应强度 B 的方向向左，若 B 稳定， 
则 r 中无电流. 

⑻开关 S 开启，向左磁感应强度减小，据榜次定 




题图 3.40 
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律，线圈 B 上的感应电流所产生的磁场必须沿左，故电阻 r 上的电流应从右到左. 

⑻及减小，流过 A 的电流增大，即通过 B 的磁通量增加，依愣次定律，电阻/■上的电 

流应从左到右. 

⑹ 一 个铁棒并排放在线圈旁边，铁棒的磁化将增强原来的磁场，所以电阻 r 上电流方 
向从左到右. 

( d ) 当线圈 A 离开 B 时，通过 B 的磁通量要变小，故电阻 r 上感应电流方向从右到左. 


3.41 螺线管的自感、储能及回路的时间常数 


题 3.41 —螺线管用来在很大的空间中产生磁场，尺寸如下：长 2 m ， 半径 0.1 m ， 匝 
数 1000( 忽略边界效应 ).（ a ) 以 H 为单位，计算该螺线管的自感 •（ b ) 当有 2000 A 的电流通 

过螺线管时，轴线上的磁场为多大(单 位： Wb / m 2 )? ( c ) 此时螺线管的储能为多少？ （ d ) 螺 
线管的总电阻为 O . ia 当螺线管两端与 20 V 电源相连时，推导此后的瞬态电流 i (0. 回路的 

时间常数是多少？ 

解⑻不妨设螺线管载流为/，则管内的磁场 B 为 5 = // on / = / VV ///. 总磁链数 

UoNI 2 _ I ^ N 2 nr 2 


故自感为 


y/ = NBS = N 


1000 2 xtix0.1 2 


l = ¥ - 叫 Nhi 


47ixl0 


2 


L 97 x 10~ 2 ( H ) 




( b ) 


4 tix 10"^ x 1000 x 2000 


MqNI 一 


B = 


2 


= L26(Wb/m") 


( c ) 


1.97xl0~"x2000 


L 


= 3.94 x 10 4 ( J ) 


2 


2 


di 


( d ) ^e = iR + L—H 


dt 


)= 吾 (1- e -"o 

M 

=-= 0.197 s 为回路的时间常数.由 f = 20 V , R = 0.1 Q , L = 1.97 x 10 ~ 2 H 可得 

R 

i •⑺ = 200(1 - e — 5 f )( A ) 


一 "r 


i = /(0)(1 — e 


其中 r 


3,42 两块大平行板组成的电路最大的输出电压与静电场 


如题图 3.42( a ) 所示，电路由两块大平行板组成，板 B 除一小部分(检测器) 
外接地，一频率为⑴的正弦电压加在 A 上 .（ a ) ⑵为何值时 Vb ( V QUt W 幅度)最大？ （ b ) 在固 
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定的频率 to 下，板 A 左右 移动： 画出 R 作为位置函数的草图.指出板 A 边缘通过检测器 
的点 .(c) 假定 A 点电势一定，产生的静电场如何(和⑻草图中的函数相联系)？试解释之- 


^0 


(b) 


( a ) 


mm 


3,42 


= 10 5 rad/s. 此时电路发生谐振，因为并联电路，此时 


(a) 0 ) = 


等效阻抗最大，则 Vo 最大. 

( b ) V 0 作为位置的函数示于题图 3.42( b ) 中 .X 是 A 板中心离检测器中心的水平距离 ， A 

和 X 2 相应于 A 板的左右边界通过检测器中心时的位置. 

( c ) 静电场沿板 A ： 方向(板内到两端)强度变化和⑻中草图类似，也在 A 板边缘降下来. 
因为 Vo 的大小反映了 A 和检测器所带电荷的大小， Q = CV 0 , Vo 大则相应这点在 A 的 

位置静电场也大.所以静电场沿^方向强度变化与题图 3.42( b ) 相似. 

B 板比 A 板大是为了保证 A 板移动所带来的影响可以忽略. 


3.43 及 C 电路的电磁能及流过圆柱形电容器总能量 


在如题图 3.43 ⑻所示的电路中，电容器由半径为 r 0 、 间距为 d 的圆板构成， 

板间真空 . 仁0时，电容器极板带电 Go , 开关闭合 .（ a ) 时，板间电场强度近似为 

，试求私和 r (如果不能求出 五 0和 r ，在以下各问中可视之为给定常数). ( b ) 


3.43 


-t/r 


E { t ) — EqC 

叙述为得出 (a ) 中的五 的表达式所作的近似和理想化 • ( c ) 求 ^>0 时板间磁场忍，你可以 


⑻ 


(b) 


题图 3.43 





电路分析 


299 


利用类似于 ( b ) 的理想化和近似 •（ d ) 求极板间真空区域的电磁能量密度 .（ e ) 考虑极板间真 
空区域中的一个圆柱形小区域(如题图 3.43( b ) 所示)，设半径为长为/，处于中心.利用 
⑻、 （ C ) 及玻印廷矢量计算在 0< K 00期间流过柱面的总能量. 

R ， 故 2 = 其中 r = 0为极板电量_由£ 


Q 


dQ 


a 


，得 


⑻ 


= //? = _ 




C 


dt 




Q 


t! 


-r/r 


， 与五=五# 


比较可得 


E = 


e 


e 


;rr 0 f 0 


2 


Q 


Eq = 




2 


d 


( b ) 在⑻中为得到£，假定任意时刻电荷 G 在板上均勻分布，并忽略边缘效应，这在 

d <^ r 0 时是很好的近似. 

( c ) 由问题的轴对称性及 


3 D 


H 61 = 


dS ， 


D = s q E 


dt 


s 


可得 


2 r 9 




e 


It 


( d ) 


2 


1 


1 


?o E 2 + ^-B 2 ^e 0 E 2 - 1 + ^ 


0 )= 




2 


2 


4 r 


(e) 


f 0 r 


S = E x H = Ee 


E e 


9 


2 t 


☆ r _ 故 o ⑽麵流出柱 面魅为 


所以 S 




厂 y^ 27tr i /£ o e_2</Tdf 

r^lQ 

2f 0 ;cr 0 4 


W = Slnrldt = 


0 


2 


2 


2 


0 一 


2 


3.44 平行板电容器与电感组成的共振电路 


一个共振电路由平行板电容器与有 W 匝线圈的电感器组成 • 如果电容器和电 
感的所有线性尺寸均缩小到原来的1/10,而线圈的匝数不变 .( a ) 电容值改变的因子多大？ 
( b ) 电感值改变的因子多大？ （ c ) 共振电路的共振频率改变的因子多大？ 

( a ) 电容 Coc |， 故 C f = 

a 




3 


10 
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( b ) 电感 LxN 2 Sfl ，故 If =二 A 


10 


(c) 共振频率 aoc 


， 故叫 = 10fi?j • 


4 lc 


3.45 具有内阻的 n 个蓄电池输出的最大功率 


3.45 «个蓄电池，每个具有内阻成和输出电压 K 这些电池被分成许多组，每组 

单元串联相接.紙组并联到负载 只上. 问当&为何 值时， 上的功率最大，最大功率是多少？ 

辦 — k % 


rj? 


当 


解每一组电压为& V ，内阻 为矾， n / A 组并联后，总电压为（ V ，总内阻 


nlk 




输出的最大功率为 


， 故紀= 


内阻与负载匹配时，负载上的功率 最大. 此时，！?= 


kV ^] 2 D k 2 V 2 nV 2 

- R = - = - 


4汽 


2 R 


4 R 


3.46 当一个电容器放电时发生的变化 


当一个电容器放电时： （ a ) 原先储存在电容器内的能量可以完全转移给另一 

个电容 .( b ) 原先的电荷将随时间指数减少 .( c ) 必须用一个电感. 

解答案为 ( b ). 


3 


3.47 电感比电阻的单位 


\ 的单位是什么？ （ a ) s . ( b ) f 1 . ( c ) A . 

R 


347如果1=电感并且/?=电阻， 


答案为 ( a ) 


3.48 相距很远的两个并联电感的总电感 


hh 


两个相距很远的电感 A 和心 并联. 这两者的总电感为: ( a ) L x + La . ( b ) 


题3 




k 






答案为 ( b ) 


3.49 理想变压器的匝数比 


个电阻为 10 Q , 电抗为零的交流发电机，由一个理想变压器与一个 
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1000 Q 的负载耦合，为了给负载传递最大的功率，变压器的匝数比应是多少？ （ a ) 10 

I 

( b ) 100. ( c ) 1000. 

解答案为⑻. 


3.50 电容电感串联组成的电路起振荡器作用的原因 


题 3.50 —个由电容和电感串联组成的电路可起振荡器作用，因为： （ a ) 导线总有电 
阻 .( b ) 电流和电压之间有相位差 .( c ) 电流和电压的相位相同. 

解答案为 ( b ). 


3.51 两个载流线圈在 jc 方向的相互作用力 


一絚 


题 3.51 两个载有电流 / i 和的线圈在 x 方向的相互作用力以互感 M 表示为⑻心= 


M 


dx 


d^M 


6M 


( c ) = 


( b ) 


V2 一 


dx 


dx 


答案为 ( b ) 


3,52 同轴电缆阻抗的测量方法 


题 3.52 可以用下面方法测量同轴电缆的阻 抗：⑻ 用欧姆表直接测量 •（ b ) 利用终端 

反射的性质 .( C ) 通过测量电缆中信号的衰减. 

解当终端匹配时，无反射.用此方法可以测量同轴电缆的阻抗，故 ( b ) 是正确的- 


3.53 高频信号在同轴电缆中传输速度 


3.53 高频信号在同轴电缆中的传输速度决定于： （ a ) 阻抗 .( b ) 疋， L 和 C 分别 

为分布电感和电容 .( C ) 介质中的损耗和趋肤效应 • 

解答案为 ( b ). 


U 


3.54 用于放大电路的硅三极管输出端小信号增益 

_ 

一个々=100的硅三极管用于如题图 3.54 所示放大电路中(假设与频率有关的 
可以忽略，提供 V in 信号的电源内阻也可忽略)，填空 • 


3.54 


Q)C 


Ic— 


h- 


Vc= 


h = 








电磁学与电动力学 


302 


10 V 的电源极性 


+ 10V 


^ in = 


3.2kQ 


5kQ 


输出端1的小信号增益= 
输出端2的小信号增益= 


ViMXi 


/?=100 


^outJ 


C 


R 


R out2= 


outl 一 


400 Q 


5kQ 


Fm 


/ c = 0.99 mA 
V c = 6,8 V 
V B = 5 V 


/b= 0.01 mA ， 

/ e = 1 mA , 

V E = 4.4 V ， 

10 V 电源极性+， 


4k Q 


C 


题图 3,54 


/?i n = 2Ak^l 


输出端 1 的小信号增益 = -7.4 

输出端 2 的小信号增益 =0.93 


/?outi= 3.2kQ, 


R out2= 48Q 


详细计算过程如下 


xl 0 = 5( V ) 






5 + 5 


V e =5-0.6 = 4.4( V ) 




/ E = l ( mA ) 


及 E 


P 


/ E « 0.99( mA ) 


’c ~ 


1 + /? 


’E 


O . Ol ( mA ) 




1+ 彡 


V c = 10 — / c • 3,2 二 10 - 0,99 X 3.2 s 6,8( V ) 

R in =5 k //5 k //( r ^ + (! + /?)* 400)« 2,4( kQ ) 


26 


其中， r ^^300 + (l + j 3)^^3 kn 


h 


PRc 


输出端 1 的增益=- 


-1 A 


r be + (1 + 於) • 4 ⑻ 

(l + > g )400 
〜+(l + 夕 )400 


输出端 2 的增益 = 


«0.93 


/? 一 1 = 3*2kl^ 


/ be +5//5 


10 3 « 48( a ) 


= 400// 


x 


1 + fi 


3.55 计算负反馈电路的放大倍数 


3.55 计算有负反馈的电路(题图 3.55) 的放大倍数 A F = Vo / Vi ? 无反馈的放大倍数 
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A 0 = Vo/V 很大且为 负的. A 0 的输入阻抗远大于死、/? 2 ,输 
出阻抗远小于见、屯，讨论 A F 和 A 0 的关系. 

解因为 Ao 很大，而且输人阻抗远大于/?1、及2,输出 
阻抗远小于 Rh R 2 , 故可将其看成理想运算放大器.取 


于是 


题图 3.55 


Ri 


^(Vo-V) 

尺2 


V 


^ y ^ K 

Vq V 0 R 2 [ V 0 


但有 


馮 =\yVi, 4=Vv 




tfj; 




Ri 


Ap = 


+[ 1 + 及 








R! ) Ai 


Ri 


当 Ao 很大时，~卜|，可见 Ao 很大时， A F 与 Ao 无关，而决定于电阻私、於的比值， 




即放大倍数是稳定的. 


3-56 运算放大器输入输出电压间相位差 


题 3.56 题图3,56所示放大器是一个有很大增益的运算放大器(如增益为50000)，输 

I 

入正弦电压 Vi „ 的角频率处于放大器通频带的中间.求输入与输出电压间相位差的表达式. 

设札和及2有相同的量级，且正向输人端接地. 


Ri 


C 


Ri 


v m 


Fout 




7 jlr 


题图 3,56 


可认为这是个理想的运算放大器.反相输入端为“虚地”，所以 

4-0 _0- v o 

1 \coC 


ut 


及 2 
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out 




相位差 


coC 


♦ = n - arctan 


-n + arctan 


CR X 


Ri 


3.57 采用负反馈接法的高增益、差分输入的运算放大器 


3.57 如题图 3_57( a ) 所示，一个髙增益、差分输入的运算放大器采用负反馈接法， 
输出电阻可被忽略，开环增益 A 可以当作“无穷大”，当达到 ±10 V 时，放大器饱和. 
⑻写出 VU (0 相当于 V in (0 的理想运算表达式 .（ b ) 端点(屹乃)间的输人阻抗是多少？⑹以 
一个如⑻图所示的 2 V 阶跃电压作为 V in _ 在 ( b ) 图中画出输出响应的草图 • 


C f =a0015F 


R 


Jl 


J3 


A 


Fin 1000 £3 


Font 


4 r 




^2 


Kout(/) 


2 


V m 


一 10 


t/s 


0 2 4 6 8 10 12 14 


-8 


-8 


-6 


Ko«t(0)=0 


-4 


_4 


/=7,5s 


Kout 


t/s 


0 2 4 6 8 10 12 14 


4 


t/s 


0 2 4 6 8 10 12 14 


( b ) 


( a ) 


题图 3.57 


( a ) 这是个理想的运算放大器组成的反相积分器 

出 + V 0 ⑼， 


KutKlOV 


out 


C f Jo R 


若初始时 Vo (0)=0, 则 V ； 


dt 


out 


C f Jo R 

( b ) 若在 Ji 、 J 2 间输入频率为⑵的正弦电压，则两点间的输入阻抗为及+ 


icoc { 


( c ) 当输入信号为 2 V 的阶跃信号且初始时 v _=0, 得 


V^dt =— 


out 


RC { 


RC { 


o 


由于 vu =± 10 V 时放大器进入饱和，所以 
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10 


lRC f = 


1000 X 0.0015 = 7.5( s ) 


x 


2 


时放大器饱和，故 


0, 


r <0 


4 


0</<7.5 


一 了（， 


out 


- 10 , 


t>7.5 


输出响应如题图 3.57( b ) 所示 


3.58 运算积分电路与微分电路 


3.58 考虑如题图3 .58( a ) 所示运算放大电路： （ a ) 这个放大电路是正反馈还是负反 

馈？ （ b ) 证明这个电路为一个运算积分器，并说明必要的假设 .（ c ) 指出一个用同样元件构 
成的运算微分电路. - 


m 


(b) 


( a ) 


mm 


3.58 


( a ) 这是个负反馈放大电路 

( b ) 如题图 3.58 ⑻所示 


dV out 


£ = C 


6 t 




V m dt + V 0 




RCJo 


所以此电路为一个运算积分电路. 

_ 

以上计算用到卞面 假设： ①运算放大器的开环输人阻抗无限大.②开环电压增益为无 


限大 


( c ) 相应的微分运算电路如题图 3. 5 8( b ) 所示 


3.59 —个张弛振荡器的振荡頻率及输入、输出端波形图 


题 3.59 题图 3.59 为一个由理想差分放大器构成的张弛振荡器(开环增益无限大，输入 
阻抗无限大)，放大器饱和输出为 ±10 V .( a ) 对所给元件值，计算振荡频率， ( b ) 做出反向输 
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入端 A 同相输入端 B 和输出端 C 的波形图. 

解⑻ 这是一个由及1及2分压正反馈并通过及 C 电路放电构成的张弛振荡器，当达到 

稳定时，其输出是幅度为饱和电压的矩形波. 

设 v c =+10 V ，通过给 C 充电，由 -2 V 上升到 +2 V . 当超过 B 点电位 


2 


2 V 


xVc 




及1 +尺2 

Rl - X (- 10 )V = -2 V 时， vb 又 

巧 + /?2 


时， v c 下降为 -10 V ， C 通过 放电. 当低于 B 点电位 


上升为 +10 V ， 这就是张弛振荡过程 

由三要素法可以 算出： 

充电时间 


10 + 2 
10 _ 2 


T } =RC]n 


= 8.1( ms ) 


放电时间 


- 10-2 
一 10 + 2 


= 8.1( ms ) 


T 2 =RC\n 


振荡频率为 


= 61.6 Hz 


Tr + T 2 

■ 

⑻ V A 、 V B 和 V c 的波形图如题图 3.59( b ) 所示 


+ 2V 


-2V 


V B 


+ 2V 


/?=10kQ 


-2V 


2 ^F 


A 


Vc 


+10V 


c 


c 


/?!=20kQ 


R 2 =5kQ 




(b) 


⑻ 


3.59 
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S 2 


Si 


3.60 —个模拟计算机解微分方程电路 


3V 


R 


C 


R 


C 


I A 


3.60 一 个模拟计算机如题图 3.60 所示，由 

高增益运算放大器组成.这个模拟机能解什么样的 

微分方程？若模拟计算通过同时打开开关 Si 和 s 2 

而开始，则微分方程的初始条件是什么？ 

解 设输出为 V 0 . 由于运算放大器可看成理想 

的，故有： 

对节点1 


输出 


2 坞 


3 R 


R 


R 


2 


: A 


醒 


3.60 


dv 2 


v i 一 


( 1 ) 


= —C 


dl 


R 


对节点2 




( 2 ) 


dt 


R 


对节点 3 


V 0 + V 2 _ n 

R 3R R 


(3) 


2 


由式⑴、式⑵得 


d 2 v 0 


v i 


=RC 


2 


dt 


R 


由式⑵、 式⑶得 


2v 0 C dv 0 _ Vj 

R 3 dt 


R 


由上面两式得 


»=0, 


这就是模拟机所能解的微分方程 

初始时 


v 0 (0) = -3(V) 

Vi(0) = V2<W = 0 


dv 0 


=o 


c 


dt 


t^o 


故初始条件为 


v 0 = — 3 
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dv 0 


= 0 


ck 


3.61 运用运算放大器设计一个模拟计算机电路 


3.61 利用运算放大器设计一个模拟计算机电路，以产生一个稳态电压 V ⑺，使其 




为方程 


d 2 V 


dV 1 


+ 10 


——V = 6 smcot 


dt 2 


dt 3 


的解 


原方程可化为 


d 2 V 


dV 1 


= -10 


+—V + 6 sin cot 


2 


dt 3 


dr 


设计框图如题图 3.61 ⑻所示 
具体电路如题图 3.61( b ) 所示 


E 1 


Si 


E 


S 2 


R 


d 2 V 


6 


dV 


dt 2 


dt 


3R 


C 


V 


C 


加法器 ~ 积分器 hrl 积分器 


^0 


siiW 


V 


R A 


R 


Vs 




10 


R 


比例器 




比例器 


RC=l 


(b) 


(a) 


题图 3.61 


Si 、 5 2 在初始时合上，电源 V s = sinc ^ 


3.62 平稳态电路的触发 


3.62 如题图 3. 62⑻所 示：⑻ Q 2 是饱和的吗？试证明之 • ( b ) Qi 的基极-发射极偏压 


m 


是多少？ （ C ) 当这个平稳态电路触发后， Q 2 断开多长时间？ （ d ) 这个电路如何被触发？画出 
位置和波形. 


( a ) Q 2 是饱和的.因为实际电路中，总使电流放大倍数#>20,而此电路中 


L 100 ka 


= 20 




5 kQ 


h 


故 02 饱和 
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-20V 


100kQ 


5kfi 


5k£2 


Q 


Q 


50kD 

25k£3 


+6V 


⑻ 


V t 


v q2 


20V 


Kbi 




5kQ 


5kQ 


lOOkQ 


C 


Kci 


Qi 


Q 


50kCJ 

25kQ 


R 


V b2 


+6V 


( b ) 


(c) 


题图 3.62 


( b ) 


--03 V 


^ cq 2 


6 + 03 
25 + 50 


^ bQ , = 6 — 


x 25 = 3,9( V ) 


故 


Vbc=3.9V 


(c) 


t = OJR • C = 0.7 x 100 x 10 3 x 100 x 10— 12 

= 7x10^ ⑻ = 7 ㈣ 


为单稳态的脉宽. 

( d ) 被触发的电路图如题图 3.62( b ) 所示；其波形图如题图 3.62 ⑹所示 


3.63 TTL 腾柱输出电路 


3.63 题图 3.63 所示的电路是典型的 TTL 输出电路，你可以假定所有固定装置都是 
硅质的，除非你作出其他特别说明，要求在 0.1 V 精度范围内给出两种条件下的电压. 

条件 1: V \ = 4.0 V ， 求 V B ， V c ， Ve ; 


m 
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条件2: V A = 0.2 V ,求仏， V c ， V D ， V E , 


+5V 


100Q 


1.4kQ 


T 2 


lkQ 


T , 


5k£3 


T 3 


LOAD 


lkQ 


mm 


3.63 


对于所有硅质器件，饱和时 


V^OJV , 

I 

对于条件 1: V A = 4.0 V 时，乃饱和， T 3 也饱和，所以 

V E = 0.3 V , 


Vce =03 V 


V b = 0.7 V ， 


V c = V b + 0.3 = L 0 V 


1400 

对于条件 2: V a = 0.2 V ， 乃截止，所以 V B = 0, 则 T 3 截止.对于 T 2 ，p = -^ = U , 


100 


因此 T 2 饱和.所以 

Vb = 0V, 


V D = 5-0.7=43 V , 


V C = 5 V , 


V E ^V D 03.6V 


3.64 同轴传输线阻抗突然变化返回脉冲的极性 


3.64 带有 50 Q 阻抗的同轴传输线，阻抗突然变成1000,相应于初始的正脉冲， 
返回什么极性的 脉冲：⑻零 .( b ) 正的 .( c ) 负的. 

答案为 ( b ). 


3.65 正脉冲送入一个在另一段短路的传输线，返回脉冲的极性 


当正脉冲送入一个在另一端短路的传输线时，其返回脉 冲为： （ a ) 不存在，等、 


國 


于 0. ( b ) 正的 .( c ) 负的 

答案为 ( c ). 


3.66 —个未知的线性网络的开路输出电压 


3-66 如题图 3.66 所示的方框代表一个未知 
的线性网络，设左边的电压源内阻为零. 已知： 当电 
压源的输入以0是阶跃函数，即 

0， t <0 

A , t >0 




3.66 


^ i (0 = 
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则开路输出电压 eM 为 


0, 


/<0 


^12 x 10^ ( s ) 


e o (0 = i 1 


T 


: A (1 — exp (—// r )), 


r>0 


2 


求： 当输入为邮 )=4 C 0 S (_( V ) 的时候，开路输出电压 e 。 ⑺，角频率 fi >=1500 rad / S . 

解 首先进行拉普拉斯变换，在频域内求解网络的传输函数 H ( s ). 这样就很容易求出 
在新的输人下的响应.对 A ⑺ =A • i /(0 进行拉普拉斯变换，# E ^ A / s . 对输出 e 。 ⑺也作拉 
普拉斯变换，得 


E 0 ( s ) = -A ― 


2 


s + 1 /t 


S 


故网络的传输数为 


E 0 ( s ) l /2 r 

E^s) ~ s + \/t 


H ( s ) = 


对于新的输入 d 0=4 cos ( cy 0 的拉普拉斯变换为 


45 


E { ( s ) = 


2 


2 


0) +S 


所以，输出为 


4s 2 t 


£ 0 ( 3 ) = £ { ( 5 )^( 5 )= 


2 


2 


0) +S 


s + — 


T 


2 


2 


2 


T 


2 


S + l 


S-16) 


T 


10 ) H — 


10 ) + — 


s + — 


0 ) + 


T 


T 


T 


T 


其中仿 r = 27 ixl 500 xL 2 xl ( T^：L 求出 E 。 ⑷的反变换，即为时域解 


cos ( a ) t ) + (o sm ( cot ) 




2 


T 


T 


v 0 (t)=- 


T 


e 


2 


2 


r 


2 


2 


O ) + 


(O + 






T 


T 


t/r 


+ cos ( cot ) + sin ( c ? r ) 


« -e 


3.67 信号传播中的同轴电缆的能量、能量损耗及瞬间衰减后的电流 


3.67 为了描述同轴电缆中信号的传播，我们可以将电缆看成由一系列电感、电阻 
和电容器 组成. 如题图 3.67( a ) 所示， L 、 C 、 /?分别是电缆中单位长度上的电感、电容和电 
阻.辐射可以忽略 .( a ) 证明电缆中的电流 /( U ) 服从 


] 
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I(x,t) Ldx 


Rdx 


I(x^dx 7 t) 


Cdx 


V(x.t) 


K(jc+d；c，0 


(a) 


( b ) 


mm 


3.67 


a 2 / 


a 2 / 


dl 


= LC^r + RC 


dx 2 


dt 2 


dt 


( b ) 导出电压 VCc ，0 及单位长度上电荷量 P ( JC ， f ) 的类似方程. （ C ) 电缆上的能量密度(单位长度 
的能量)是多少？单位长度能量损耗呢？⑹假如这种半无限长的电缆(尤>0)在私0与频率 
为 co 的振子耦合，因此 V (0,0 = Re ( V 0 e 初），瞬间衰减后求电流/( X ， 0. 在极限情形 RILm <\ 

时求衰减长度及信号的传播速度. 

⑻如题图 3.67( b ) 所示，得 

V (x y t) =V (x + 6x,t) + Ldx 


dl(t,x) 


+ Rdxl(t^x) 


dt 


dV(x + 6x,t) 


I(x,t) = Cdx 


+ /(jc + dx ， f ) 


dt 


dV 


dl 


— = IR + L 


dx 


dt 


故 


a/_ av 

= O 


dx 


dt 


d_fdV 

3jcI dt 


d_fdV 

dx 


=—C 


=— c 


dx 2 


d 


dl 


=C— IR + L— 


dt 


dt 


a 2 / 


dl 


-RC— + LC 


2 


dt 


dt 


( b ) 


d 2 v 




r 9 3 / 

dx dx l dt 


dx 2 


= R c ^- L 1 ^L 

dt dt\ dx 


d 2 V 


dV 


RC— + LC^r 




2 


dt 


dt 


因为 
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争 


pdx = CdxV 

V = pfC 


所以 


dx 2 dt dt 2 


( c ) 


2 


w = - Lr+-cv 


2 


2 


2 


p = rR 


( d ) 由边界条件 V (0， r )= Vbcosco / 及波动方程，设，欠、>1均为正 


数.由 




2 


2 


3^ 


dt 


dx 


得到 


--( Vl 2 cV + R 2 cW + LCco 2 ) 


2 


K 


2 


= -( Vl 2 cV +/? 2 cV - LCo ) 2 ) 

可设 I ( xj )= I ^ os ( Kx - cot +( pQ ) c ~^, 而从⑻中知道 -g = Cg ，将表达式代入 

ox dt 

CcoV 0 
K 2 + A 


2 


A 


K 


Iq = 


( p 0 = arctan —— 


A 


R 2 C 


当时， K 2 = LCco 2 ， A 


，故 


4 L 


2 yfL/C 


1 


衰减长度 =7 = 


A 


R 


(O 


传播速度= 


K — 顶 


3.68 脉冲通过同轴电缆的开路端电压波形 


1，0 < ^ < 5jos 
0， t <0 y t > 5|as 

I 

一 个特性阻抗为 20 Q 的同轴电缆(无损耗)，电缆长度等效于1哗的延迟，电缆的另一端开 
路.计算开路端电压的波形，并考虑电缆两端的影响.时间间隔为 r = 0 到£=12哗. 

电缆内阻 Z e =20D， 发生器内阻4=0,负载内阻 Z H =o>. 


一个内阻可以忽略的脉冲发生器，发出一个脉冲 


，通过 
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始端反射系数 




1 


K 


Z s +Z C 


终端反射系数 


Z H +Z c 

用 h 和 V ,分别表示？时刻发生器和幵路端的电压，则 


K 


V^in+K V 卜 2 =V in —V /— 2 




开路端电压如下表，输出电压随时间变化如题图 3.68 


11 


10 


12 *- 


V 


2 


0 


一 2 


题图 3.68 


3.69 射极跟随器的饱和脉冲幅度 


题 3.69 如题图3,69所示的射极跟随器常用作带动快的负脉冲后接一个 50 n 的同轴电 
缆，如果射极偏置在 +3 V ， 观察到的乂_饱和脉冲幅度为 415 V . 为什么会这样？ 


V m 


50Q 


V out 


A 


Ib 


/a 


50Q 


lkQ 


题图 3.69 


解传输线特征阻抗是 50 fl ， 所以在输出端是匹配的 . B 点对地的阻抗 /? B = 5 oa 
负脉冲输入时，晶体管截止，电容通过 A 点放电，放电电流最大为 

/ A =孕 = 3( mA ) 
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又由于终端是匹配的故无反射，所以 


/ B == / A = 3mA 


V out =-3x 10~ 3 x 50 = -0A5(V) 


3.70 波沿同轴传输线的传播 


3.70 一个同轴传输线特性阻抗为 100 Q ， 一波以 2 _5 xl 0 8 m / s 的速度沿传输线 传播: 

( a ) 每米的电容和电感为多大？ （ b ) —幅度为 15 V 、 持续时间为 l ( T 8 s 的电压脉冲正在电缆 

上传播，脉冲电流为多大？ （ c ) 脉冲所带的能量是多少？⑼如果这个脉冲遇上反向行进幅 

度相反的脉冲时，在二脉冲互相交叉使各电压为0时其能量怎样变化？ 

解⑻因为 vWl/ir 


VZTc ,故得 


= 4 x 10~ u (F/m) = 40( pF/m) 


C 二 


vZ c 2.5 x 10 8 x 100 


100 


Z 




L = 3 


2.5 x 10 


V 


( b ) 脉冲电流 


V 15 


= 0-15( A) 


h = 


( c ) 脉冲所带能量以电场能和磁场能分布在传输线上，分布长度 

Z = 讨 = 2.5 x 10 8 x l(T 8 =2.5(m) 


所以 


2 


-(4 xl 0- n x 2.5) xl 5 


2 


W c =-(Cl)V 

-1.125 X 10' 8 ( J ) 

W m =-(Ll)I 2 = Ix 4 xlO ~ 7 x 2.5 x ( U 5 2 = 1.125 xlO -8 ( J ) 




2 


2 


2 


W = W c + W m =2.25 xlO ^( J ) 

( d ) 当二脉冲相遇时，电压相消，电流加强即7=0，=2/=0.3九没有交叉的地方 V =15 V ， 
7=0 J 5 A . 这样一部分电能就变成了磁能_交叉的越多，转化成磁能的能量越多. 


3,71同轴传输线输入阶跃电压时的开路电压 


3.71 向一条无损耗同轴传输线输入一个阶跃电压 

0 ， t<0 

IV ， t>0 

r 

_ 

传输线的远端开路，信号通过传输线需10叫时间 •⑻ 计算开路端电压 VTOCKIOO ㈣ ， 
( b ) 当输入脉冲 


m 


y 0 = 


磁学与电动力学 


316 


1 ， 0 < f < 40|iS 

0，其他 


V 0 = 


时，重复上面的计算. 

解假设输入端匹配，则反射系数 K 为 


0，输入端 

1，开路端 


K = 


开路端电压为 


V ( t )^ Vin ( t -10 )+K V in ( t - 1 0) 

=2 V in ( r -10) 


( a ) 由于 


0, t < 10 (as 

IV ， t > 10 (is 


V in ( t -\0) = 


所以开路端电压 V ( r ) 如题图 3/71 ⑻所示 

( b ) 由于 


t < IOjis 

V m {t -10) = 1 1 V ， 10 |is <^< 50 |is 

0， t > 50 fis 


0 , 


所以开路端电压 V ⑺如图 3.71( b ) 所示. 




10 20 30 40 50 


10 


(a) 


(b) 


题图 3.71 


3.72 晶体管由饱和转入截止时示波器观测到的波形 


A 点的晶体管处于饱和状态，这样 A 点的电位接近 0 V ， 描述并解释当晶体 
管在 Ins 之内转入截止时，在 A 点和 B 点用示波器所观察到波形(假设5 V 电源对地的交流 

阻抗为零). 


3 J 2 


在题图 3 . 72 中，图⑻可以等效成图 ( b )， 因此在输入端 Z s =80 n ， V S =4 V . 在两端的 


电压反射系数为 
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240-80 1 

240 + 80" 2 


w 


K B = — 


Zq - z h 一 

I 

^0 + ^H 


夂 A 


=_1 


oo — 240 

oo + 240 

把截止时定为/-0,则在 K 0, B 点的波形如题图 3.72( c ). 当晶体管导通时， B 点电压 


尤 A 


240 


为 4x 


= 3( V ) 


240 + 80 

因为在 A 点反射，所以 


4(0 一 ) = 0， V A (0—) = 0 

当/>0时，晶体管截止， A 点开路.这时尤 A<>ff =1, V b (0 + ) = 3 V . 相当于/=0时在 B 端输 


+5V 


2400 


Z s 


100Q 


A 


60cm 


A 


80 Q 


240 Q 


Vs 


4V 


400 £3 


(a) 


(b) 


y 


Vb 


0<^<4pls 


6 


B 


A 


4^s</<8^s 


6 


0 


B 


A 


⑹ 


(c) 


V 


16 ^ts</< 20 fis 


6 


6 


B 


B 


A 


V 


12 ^s</< 16 pis 


V 


20^s<t<24fis 


6 


6 


B 


B 


A 


A 


⑹ 


w 


Va 


V b 


6 


6 


t ㈣ 




4 8 121620242832 


4 8 121620 242832 


(h) 


(g) 


题图 3.72 
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入一个 3 V 的跃迁脉冲，以后各点电压波形如下面各图 ( dHh ) 所示， 一 个单程传输为4叫.图 
中虚线表示反射波的传播，实线表示最终合成的结果.所以从示波器上观察 A ， B 两点的 

电压波形如图中 ( g ) 和 ( h ). 


3.73 电荷灵敏放大器 


3.73 ( a ) 为了作一个电荷灵敏放大器，如题图 3.73( a ) 所示一个电容跨接于理想放 
大器的两端.三角符号代表理想倒相放大器.输入电阻》1，输出电阻《1，增益 G » l , 
输出电压表示输入电压)，计算输出电压和输入电荷的关系 .（ b ) 通常在电子学 
仪器间传输脉冲电信号必须用终端匹配的同轴电缆，为什么需要在输人端、输出端或两端 

必须用这样的同轴电缆？ （ c ) 下列电路(题图 3.73( b )) 通常用来产生短时间、高电压脉冲，它 

的工作原理如何？输出脉冲的波形、振幅和脉宽怎么样？ 


50 Q 10ft 


10 MQ 


2000V 


放大器 


㈠ 


Vo 


50Q 25ft 


5 QQ 


( b ) 


⑻ 


醒 


3J3 


( a ) 由题意得 


V Q = -GVi 


«-v 0 )C=<2 


故 


Q 


V=-G 三 + V ： 


c 


G Q 〜 Q 

—:- * W - 

1 + G C C 


( b ) 因为延迟线在端点存在反射，系数为 


+ Zfi 




只有当匹配时 P = o , 无 反射； 否则，反射会对信号造成干扰，所以两端要匹配- 

(C) 当输入端 Vi 加人正脉冲时，闸流管立即导通 . B 点电势与 A 点相同(接近地电势)， 

即产生电压下降 2000 V , 在 V 。端也输高压负脉冲，该脉冲宽度取决于上面的开路延迟线， 

2 x 10 x 30.48 

~ 3 x 10 


20 ns . 而振幅由下面的匹配延迟线与匹配电阻的分压决定， 


艮 P 脉宽 L ^ = 

幅值大小为 1000 V 


10 
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3.74 “喇叭”聚焦器 


3.74 费米实验室用质子撞击耙产生 7 C 介子.这些71介子的运动方向并不全部平行 

于质子射线，利用称为喇叭的聚焦器(在实际应用时，它们成对出现)来改变 7 C 介子的运动 
方向使之接近于质子的运动方向.这种装置(题图 3.74( a )) 是由内外两个圆筒形导体组成，电 

流由内导体流入，外导体输出.在这两个导体面之间产生一个环形磁场，以这个磁场来改 
变流经这里的介子的方向.⑻根据图中尺寸计算“喇叭”的电感近似值，带电 tc 介子和质 
子的电流与/相比可忽略 .（ b ) 电流由一个电容器组 ( C =2400 nF ) 提供，它在质子脉冲撞击靶 
之前的一个适当时候放电，使电流流入一条连接两个“喇叭”的传输线，两个喇叭和传输 

线的总电感是3.8 X 10^11，如题图 3.74( b ) 所示，电容充电电压为 Vo =14 kV ， fe 8.5 X 10~ 3 Q . 

合上开关后多少秒电流达到最大？ （ c ) 最大电流为多大？ （ d ) 此时距轴线 15 cm 处的磁场是 
多少？⑹当一个 100 GeV / C 的介子在半径 15 cm 处穿过 2 m 的“喇叭”磁场时，它的偏转 

角度如何？ 


5cm 


40cm 


( b ) 


( a ) 


mm 


3.74 


( a ) 在距离轴线 r 处的磁感应强度 


一叫 1 

2 nr 


两导体间磁通量为 


0.4 


0.4 


Mo 1 


1 


參 = 2 l 


-dr = 8.3 xlO " / / 


Bdr^f 


0.05 r 


0.05 


1 = 二 = 8,3 x 10 一 '（ H ) 


( b ) 设回路电流为价) 


M c+M^+M/f=0 


di 


d 


d 


d 


= L — = LC 


=RC 


i = C 


dt 


6 t 


dt 


dt 


^ + RC ^ 




c 


+ u^ =0 


LC 


dt 2 


6t 


根据初始条件 


Cdu c (0) 


u c (0) = V OJ * o (0) = 


= 0 


dt 
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解得 


2 


1(0 = -CV 0 ^-^ at sin co d t^ -CV 0 co^ at sin eo 0 t 




其中 


R 


1.047 xlO^s' 1 ), 


1.118x10 3 (s -1 ) 


0)q 


a = —— = 


VZc 


2 L 


2 


= V^o 

得到 tan ( fi ? 0 0 = 仏，则 ~ = 1.46, 所以？ = 1.4 x 10 、时，电流最大 

l sinL46-3.0xl0 5 (A) 




di(0 


当 


= 0 , 


dt 


a 


/—=3.52xl0 5 e -ul8xMxl0 — 


(c) 


(d) 当 ^15cm 时 


B _ 47ix 10- 7 x 3_0 x 10 5 

2nr 27ix0*15 




= 0.4(T) 


(e) 


WqV 


=1 OOGe V/C 


P = 


2 


1_7 


C 


故 


/HqVC 


10 11 eV»m 0 c 2 =1.4xl 0 8 e V 


2 


V 


1 - 


C 


所以 


v«C 


偏转力 


F = e Bv = 1.6x10 … x0_4x 3x10 
= L9xlO~ n (N) 


偏转距离 


2 


1 FI 


2 


2 


2 


c 


—li 


— 1,9x10 

2 X 100x10 9 xL6x 10~ 19 /c 2 


4 


= 0.0024(m) 


2 


C 


偏转角 


0,0024 


0.069 


m 




2 


3.75 RC 串并联电路 入 与频率无关的条件及作为时间的函数图 


题 3.75 考虑如题图 3.75 ⑻所示的线路•⑻当 V 人= Re { V 0 e ^} Bt , 计算复数形式下的 

V 出表达式 .（ b) 在什么条件下人与《无关(可利用所谓戴维南定理)？ （ c ) 如果 V 人是 
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个简单的“矩形”脉冲，如题图 3.75(b) 所示.当 (b) 的要求条件满足时，画 V 出作为时间 t 

的函数图形.⑹对 (C) 的矩形脉冲，当⑻的条件不满足时，定性地画出的图形. 

⑻利用戴维南定理，可以用两个等价网路代替电容链与电阻链，见题图 3.75( c ). 

图 (d) 在实际电路中，终端是连接在一起的，即有题图 175(e) 或它的等价形式题图 3.75(f) •对 

_ 

题图 3.75(f) 的回路，应用基尔霍夫定律，有 


A 


只 1 尺 2 

穴 1+ 及 2 + C 2 )\ [Ri+R 2 +C 2 


Ri 


(i) 


V 


由此等式求得电流强度为 


: j 出 [ 及 2(〔1 +C 2 )-C 1 (/? 1 +/? 2 )] 

及 1 + /?2 + + C2)/?j/?2 


( 2 ) 


V 


由题图 3/75( f )， 得输出电压为 




(3) 


V 人 


V 


j«(C 1 + C 2 ) c 1 + c 2 


并由此得比值 


(b) 


(a) 




⑹ 


(d) 


R,R 


C ^ C 2 


R\+Rz 


R1R2 C } +C 2 


R 2 


v m 


Ri 


C , 


C { 


/ f ] + /?2 


Knit 


V m 


Kout 


Kin 


C|+Cz 




(f) 


(e) 




out 


Korn 




v m 


C| 十 C 2 


(i) 


(h) 


(g) 


题图 3-75 
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V __ c ' 

V 入 C' + C 2 (C, + C^R, + /^ + + C 2 )] 

( b ) 对等效电路(题图 3 . 75 ( f )), 如果两个电压源相等，将没有电流流动，由式⑵有 


/^(Cj + C 2 )- + 


( 4 ) 


/? 2 




( 5 ) 


1 + 只 2 Q + C 2 


从而有和。=/? 2 (： 2 ,将其代入式( 4 )，有 


V A Cj + C 2 R t + R 2 


r 2 


⑹ 




此比值与必无关，因此 RiCr = R 2 C 2 为，与无关所要求的条件 • 


V 入 


( c ) 当札 Q 42 C 2 满足时，对所有频率， V A 都有相同的衰减(没有相移)，如题图 3 / 75 ( g ) 


所示 


( d ) 当 ( b ) 的条件不满足时，若死 0 /? 2 <： 2 ,这相当于电容分压器上的衰减比电阻分压器 

上的衰减少，因此经过一个脉冲的阶梯函数后，马上电容分压占优势，而后输出再弛豫到 
电阻分压的值, f 图形如题图 3 . 75 ( h ) 所示. 

若札<^</? 2 0 ： 2 ,作类似的分析， V m f 图形如题图 3 . 7 5 ⑴所 示. 


3.76 RC 串并联电路电阻的电压降振幅及电压降随时间的变化规律 


3.76 一电路由两个电阻凡和及 2 、一个电容 C 及交变电压源 V 连接而成.如题图 

3 - 76 所示 • 


⑻当 V ⑺二 V 0 cos ( wr 时，通过札电压降的振幅为 

多少？ （ b ) 当 f = 0 , V ( 0 为一非常尖锐脉冲时，它近似 

可写为 V ( 0 = A 6 ( 0 . 试求通过私的电压降随时间的变 
化规律. 


解⑻用复数解法 • 复电压，取回路 

I 

1 、 2 如题图 3 . 76 所示，则基尔霍夫方程给出 


题图 3.76 


( 1 ) 


( a +/ 2 ) 


\ odC 


( 2 ) 


0 = / 2 , 2+ — (/ 1 + / 2 ) 


由式 (2) 得 


(3) 




coC 


故得 
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(4) 


V 


及 1 及 2- :( R l + 及 2) 


OOC 


因此通过 电阻札 上的电压降为 


h 


C 


(5) 




V 


1 R 2 - — (/?! +/? 2 ) 

0 )L 


则札上的真实电压降为 


1 + (o)R 2 C) 2 

+ (I?〗 + /?2) 

(OCR 

I 

R x Rlo) 2 C 2 + {R x +R 2 ) 


( 6 ) 


R^q cos(o)t + <p) 




(7) 


tan 炉 = 


( b ) 当 V (0= AJ ⑺时，可引入 


c iQ}t dco 


⑻ 


S ( t ) = 


2 


由式 (5) 可知，私上的电压降可写为 


巧 R 2-3 


A 


C 


c i6}t do) 


= 


2n 


^l R 2 - ~(^1 + 及 2) 


0)C 


R\ + 及 2 
C/?j /? 2 


处为被积函数的点，因此由留数定理可知在 f <0 时％为0,在 JX ) 


显然在 = =i 


时 


R l +R 2 t 

cr,r 2 ) j 


t>0 


Vj oc exp 


3.77 —个周期中供给半无限网路的平均功率 


题 3.77 —个半无限网路由电容 C 和屯感 L 所组成，如题图 3.77 ⑻所示，网路从左边 
的 A 、 B 端开始，向右无限 延伸. 一个交变电压 Vocos 妍加在端点 A 、 B 上从而使网路中有 
电流 通过. 试求在一个周期中供给此网路的平均功率.设吻为 k C 电路的临界频率，对 


cyxwo 与两种情形给以解答 


本题采用复数解法.假设不考虑互感_复电压与复电流为= 则 


V 


电路的复阻抗为 Z = ;. —个周期中的平均功率为 


vV ] Vq 


P = - Re { V 7} = -Re 


(1) 


Re 


2 


2 


2 




z 
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(b) 


⑻ 


WM 


3.77 


对本题网路，设4 = 

路，如题图 3.77(b) 所示.题图 3.77(b) 的总阻抗仍为 z ， 因此有 


, Z 2 = iO ) L , 网路总阻抗为2,则因网路是无限的，故可得等效电 


io)C 


zz 2 


Z-Zi + 


= Zi + 


z + z 2 


+ — 


^2 


z 


即 


2 


— z x z- z x z 2 = 0 


( 2 ) 


z 


得 




(3) 




2 


2 


式 (3) 中已略去式 (2) 中另一个不合理解.引入 L、C 电路临界频率 


，则式⑶给出 


i4lc 


2 


0 ) 


1+ 1-^r 


(4) 


z = 




2 i Q)C 


式⑷代入式 (1) 即可求得电路中的平均功率 


2 


(D 


为实数， Re ] - 


0,故 P = 0. 


当时， J 1 






(4 


Z 


2 


一 1 ， 故得 


当 WXWG 时， Re - = 


2{oLv o)q 


z 


V 0 2 


2 


P — 


2 


AmL 


3.78 开关断开或闭合时变压器初、次级回路的电流及与变压器匝数比的关系 


3.78 在题图 3.78 所示的线路上 ， Lh k 和 Af 是变压器缠绕线圈的自感和互感，札 

■ 

和馬是缠绕线圈的电阻， S 是开关，是次级线圈的负载电阻.输人电压 V = Vbsii ^. ⑻计 
算当开关 S 开启时，在初级线圈中的电流振幅 .(b) 计算当开关闭合时，通过的稳态电流 
的振幅 .( c ) 对于理想的变压器私=/? 2 =0,而 M 、 匕、 L2 和变压器初、次级线圈的匝数 M 、 
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#2成简单关系.把这些关系代入 ( b )， 证明 ( b ) 的结果将简化成为与 
变压器的匝数比的关系. 

解 （ a ) S 开启时 


V 0 


/ 2 = 0 , 


況 +^% 2 


( b ) s 闭合时 


题图 3.78 


o)MV 0 


h = 


[mmR + R 2 ) + o)^ f +[co 2 (M 2 -L i L 2 ) + R^ + R)] 


(C) 理想变压器情形， /?l=/?2=0, M 2 = UU , 有 


’2 二 


ml^R l^R 


但是 M 〜于是得 


^2 V 0 

Nj R 

这正是所预期的，因为理想变压器使 Vo 变成 $ V 0 


h = 


^1 


3.79 / ezr 串并联电路的阻抗及频率与电流的关系 


3.79 考虑如题图 3.79 所示的电路 .（ a ) 求 

对加于两端的频率为《的电压 V 的阻抗•⑻如果 
改变频率但不改变 V 的幅值，流过电路的最大电 
流是多少？最小电流是多少？在什么频率下能观 

察到最小电流？ 

⑻阻抗为 


m 


题图3,79 




j^q 


Z(o))- ]0)L + R + - -+ 


\(oC 




J 份 q 


j 吨 


= R + }0)L + 


+ 


j 6 ?C 1 一 G ? 2 !^ 


k 


=/? + i o)L - 1 - 

J coC 1- 


O ) 2 ^ 


( b ) 复值电流 / 为 


V 


V 


z 


G>h 


i? + 1 Ot)Li - ^ - 

J fi>C 1 — 
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于是/的幅值/ 0 为 


^0 


A ) = 


1/2 


0)1^ 


R + ct)L - 1 - 

mC 1 — 




Vo 为输入电压的幅值，故有 


% 

_ ， 


(A))min = 0 


(’O)max =~ 


当/ 0 有极小值0时 


k 


L - 


C 1 — 




前两个根舍去，故只有当时，可观察到最小电流. 


求得历= 0、 OQ 和 






3.80 电报传输线电流、电压与线长度的关系 


题 3.80 如题图 3.80 所示有一单线电报传输线载以 
角频率为《的电流，作为回流线的大地可视为良导体. 
如果导线单位长度电阻为/•，自感为/,对地的电容为 C ， 

求电压、电流与线的长度的函数关系. 

以线之起点为坐标原点，传输方向为方向， 
并设起点处电压振幅为 Vo . 在 x 到 x +6 x 段上，由基尔霍 

夫定律，有 


i(t,x) dx — j(/,jc+djc) 

u(t,x) 


w (/， x + dx ) 


rdx 


Idx 


Cdx 


di(t ， x) 


+ ri(t^x)dx 


u(t y x) = u(t,x + dc) + Idx 


jc+dx 


dt 


题图 3.80 


du(t,x) 


i(t^ x) = i{t y x + dbc) + Cdx 


dt 


一 3m , di 


l - h ri 




dx dt 


-di 


du 


=C 


dx dt 


j({ot-Ks) 


的解，则；仿，； ~ j 尺，上两式化为 


求 e _ 


dx 


dt 


一 jKu = —] coli + ri 


^)Ki = -)(oCu 


或 
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i ( r -] 0 ) l ) + } Ku^O 
/( j/Q — j»CM = 0 


上式有非零解的条件是 


} O ) C ( r -) 6 ) l )- K 2 =0 
Ja) 2 lC + jeoCr = ( o 4 lC - ./l + j 


K 




ml 


当 r « W 时，近似有 


K ^ O)\[lC + j - r \/~ 


2 


于是 


C 


u = Vq exp [— — V/C:t)]exp — 


一 JC 


2 


C 


C 


c 


exp [- ja;(r - yfcix)]cxp ~ 


x 




2 


l 


K 


3.81 两平行任意形状的良导体单位长度电感和电容的积 


3.81 考虑两个相互平行的具有任意恒定形状的良导体(题图 3 . 81 ( a )), 电流从一个 

导体流入，从另一个导体流回 . 证明：单位长度的电感和电容的积是 

_ 

LC = jus 




pz 是周围介质的磁导率和电导率 . 


U 


乙0 


乙0 


U 


/ fl-l I n 


7/1+1 


n-l 


(b) 


(a) 


题图 3.81 


图为一传输线装置，它可等效成如题图 3 . 81 ( b ) 所示电路，考虑第 n 个回路 

dl n ^ Q n Q n . x 
"■ » ■■ 一 - — 

dr Cq Cq 

I i ， 




df 
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dQ 


n+l 


dt 


故 


2 


d "/ 1 d 


d , 2 Q ^ (a_e "- l) = 


(4+1 一 Ai ) 一 7 (夂 —4-1) 


_Z D 


Co 


Co 


2 


d "/ 


令 4=4 cos(/5：« fl -仿 f)， 由此得 


ZqCqG) 2 + 2 = -2 cos Ka 


Ka 


2 


2 


-4sin z — 




2 


Ka 


令 《 — 0 低频情况下 sin 心/2~了，所以 


2 


LqCqO) 2 = K 2 a 2 


因为 


£0 2 /K 2 


在介质中 




fAE 


所以 


L 0 C 0 /a 2 =^s 

分别表示单位长度上的电感、电容，故 


A ) c 0 


a 


a 


LC = /us 


3.82 计算各有一同轴螺线管电路的自感、互感及电流 

3.82 两电路各有一长/、半径为〆 P « 0的 " 匝螺线管，两螺线管在同一轴线上， 

相距为 d(d»Z). 电路电阻均为兄与螺线管无关的感应效应均忽略不计 .（a) 计算电路的 

• • 

自感和互感，指出适当的单位.⑼利用⑻中求得的 L 和 M 值，计算当幅值为V、角频率为 
的交流电动势加在第一个电路中，第二个电鉻中的电流值和相位(假设出不太大 ). ⑹在 
(b) 中的计算仍有效时，0可增大到什么量级？ 

(a) /»p, 因此螺线管中的磁场为 


0 ) 


NI 


= M ) 


沿轴向，总的磁通匝链数 


f ^ N 2 lnp 2 


NI 


2 


^^NBS = N/4q — np 


故自感 
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平 n ^ N 2 p 2 


L = 


当 d »;， 一螺线管(载流 /) 在另一螺线管处的场近似为磁偶极子的场，两螺线管共轴，磁 
场 B M 有 


2 m 

4k d 


3 


而 


= Nlnp 


m \ 


^jUpNIp 


B 


2d 


— ^ N 2 p \ p 2 I 




2 


呎， 二 NB',S = N 


2d 


互感 


%A— _ V 


M = 


3 


2d 


这里，采用国际单位制， L 、 M 的单位均为 H . 

( b ) 设电动势 c = Vcos ^= R e ( W )， 下面用复数运算，对第一电路，有 

• V 

L ^- + Af ^ + / 1 /? = V 


dt 


dt 


d 


对第二电路，则有 + 


上述两方程成为 


+ I 2 R = 0 


dt 


dt 


6 t 


( 1 ) 


j^L/j+j^Af^+Z^-V 


及 


( 2 ) 


]mU 2 +ia)Ml l +I 2 R^0 


式 (1)+ 式 (2) 得 


jfijLat + / 2 ) + jfi>M(/ 1 + / 2 ) + R(h + / 2 ) = V 


式⑴一式 (2) 得 


j o>L{I x 一 / 2 ) — j 似 M (々 一 / 2 ) + /?(( -I 2 )=V 


故 


V 


V 




h + h ~ 


}0)(L + M) + R^ 


}6)(L-M) + R 


所以 
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V 


V 


h 




2 ico(L + M ) + R }0}( L - M ) + R 


-2 }(oM 


一 2 \ ja)(L + M ) + R ] [] a }( L - M ) + R ] 


MV 


R 2 - co 2 ( l }- M 2 ) + 2 ]eoLR 


如果 /2=/20 COS ( fi?f + 外），由上可知 


20 一 


[ R 2 -0) 2 ( L 2 - M 2 )] 2 +4(0 2 L 2 R 2 

2 coLR 

R 2 -0) 2 ( L 2 - M 2 ) 


tp Q =n- arctan 


将具体数值代人，注意到 L » M ， 得 

< dMV 


jUquN 2 eoVl 
R 2 + 2( D 2 L 2 2 d 3 [ R 2 l 2 +2 d ) 2 ^ n 2 N 4 p 4 ] 

IcoLR 
R 2 - co 2 l } 


2 


’20 


( p 0 ^ n - arct 


Ifd ^ iuaRN 2 p 2 l 

R 2 l 2 - a ) 2 ^ n 2 N 4 p 4 


ctan 




(C )、 （ b ) 的计算只在似稳条件成立时才能有效.这要求 


2 nc 


d <sc A = 


故 


2 nc 


浴《 


d 


3.83 电磁感应导致的跳环现象 


3.83 将一轧线圈缠绕一个铁芯，铁芯露出来一段，如题图 3.83 所示.在露出的铁 

芯部分套上一个铝环.将导线一通电，会发现铝环跳起来.解 
释这种现象 (注意 确定平均的磁力是不为零的). 

设线圈内的交变电流为 


fj 


4(0 = A COSQ)t 


/ l ⑺产生的交变磁场为 


尽⑴ = BiCOSfi?f 

私⑺在铝环(设其面积为 5) 上引起的感应电动势为 


题图 3.83 
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d 0 


d 

dt dt 


n 


V(t) = 一 


( 及 1*5) = 5 sm cot — q cos 


cot —— 




2 


式中， Uo ^ S < oB v 可见， V ( f ) 比的)和取⑺落后：的相位 


2 


把铝环等效为 M 串连电路，则其复阻抗有效值为 

Z = R + } g>L 


铝环的阻抗 


2 


2 


Z = ^JR^+(o)L) 


复角 


coL 


© - arctan — 

R 


因此， 铝环中的感应电流为 


% 


7C 


cos cot - q> \ = 1 2 cos(cot - S) 


6(0 = 


2 


Z 


可见，铝环中感应电流 / 2 (0 比线圈中的电流 h ⑺落后 5 = $ + 炉的相位，即线圈电流〖1(0产 
生的磁场负 (0 与铝环中感应电流 6(0 产生的磁场馬 (0 的相位差为 

^ n 
o = — + g> 

2 

招环中的感应电流 i 2 (0 受到氏 (0 的安培力作用.在铝 环处： 的(0的方向可以分解为垂直环 
面的分量和沿着铝环半径的分量，现只需考虑沿着铝环半径分量的磁场所产生的磁力.根 

据安培力公式，有 


J i 2 (t)aB l (/)d/ = I 2 cos 〔如 -J aB x cos a)tj> 


dt 


F(0 = 


= 27 ifta 忍 /jcos 仿 fcos - <p 


2 


= 7^ 0 cos ⑽ cos cot 


<P 




2 


式中， /! 是铝环的半径，巧= 271/^巧/ 2 是常量，是一个小于1的 常数. 上式表明，铝环受 
到竖直方向的力 F (0 是随时间周期性变化的，铝环受到的平均磁力为 


T 


T 


n 


F(t)dt = —J Fq cos 6)t cos l 如 一— 一少 Jdf 


F 


^ - 


TJo 


n 


-F 0 sm<p<0 


= -^ o cos T + 


— — 


2 


2 


2 


L 


7*0 是因为 

R 


由此可见，铝环受到的平均磁力不 为零. 这是因为 sinp ^ O , 而炉= 


eta 




111 
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/^0,因此的根源在于有一定的电感 L _ 


3.84 由电阻测量血细胞的大小 


病变的血细胞通常比健康细胞的体积大，因此设计了一个应用电学方法测量 
血细胞大小的仪器，此仪器称为流式细 胞仪. 控制血细胞在一个细窄的玻璃试管内，试管 

包含两个电极，血细胞从电极之间一个一个地流过，通过测量不同细胞通过电极时的电阻 
不同可以得出细胞的大小 •（a) 设计一个方法测出电阻的变化(记住电阻的变化相对于试管 

中血液的总电阻是很小的 ).(b) 假设血细胞是球形的，并且有无穷大的阻抗.根据细胞的大 

_ 

小V，血浆的导电率/)，试管的半径求出电阻变化的解析表达式.⑹如果 P 和&的值是 

8xl(T 2 n ■ m 和 100 H m， 估计一个细胞通过电阻的变化是 多少. 为了做到这一点，必须先估 

_ 

计出细胞的大小并解释为什么这么估计. 

(a) 在细管的两侧安装精密的测力弹簧，可以检测到细管所受到的横向力.在细管 
的两端加上固定的电压，在细管旁边与细管平行安放一个通有较强直流电/的导线，选择 
细管与导线长度尽量长一些，则细管所受到的力为其中，/为细管的长度 ，I 
为导线中的电 流，/ 为细管中的电流.从而 测得厂 后可以计算出 G 然后由此可以求出 R 愚 

(b) 因为细胞是一个一个通过细管的，所以细管中同一时刻只有一个 细胞. 因此只需要 

考虑该细胞所在的一段长度电阻的变化，细胞进入前，这一段血浆的电阻为 

■ 

_ 

I 

P 




2r 


nb 2 


为细胞的半径.细胞进入后，电阻为 


2p 


dz 


2p 


P 


arctan 


/? 2 =2 


这样 


2p 


2r 


AR — — R 2 — p 






^Tl 


1/3 


3V 


1/3 


4 


2 p 1 f 3V 

"7" P"l4^ 




(C) 由 (b) 的结果 


2p 


AR =^ 


— ^ — I 




arctan 


JC 


b 


n b 
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* 


其中， x = rfb ， 假设细胞的半径为20哗 =2X10_ 5 m， 则 jc =0.2. 再代入/>，的值，即有 


-2 


1600 


2x8x10 

tixIO 


0.2 


0.2- 


x 0.00136 =-0.69(0) 


AR = 


arctan 


A/?=-0.69JQ， 即细胞进入后，电阻增大了 0.69Q 

■f - . 


第 4 章电磁波的传播 


4.1 已知真空中电磁波电场的表达式，求电磁波波长和频率 


一个在真空中的电磁波的电场为 

[二0 


闘 




271 


=30cos 2 tcx 10 r- 


E z =0 

五的单位为 V/m, f 的单位为 s， jc 的单位为 m. 求：⑻频率 /• (b ) 波长; I. ⑹波的传播方 
向 .（d) 磁场的 方向. 


271 


1 


-i 


6)=271x10 S 


k = 


( a ) 


f= — = \0 J Hz 


2n 


(b) 


2n 


X = 


= 3m 


k 


(c) 波沿； c 方向传播. 

(d) 因 J?、 5、 A: 构成右手正交系，故磁场沿 z 方向， 


4.2 求真空中电磁波的电场振幅与磁场振幅的关系 


2考虑自由空间中下列形式的电磁波 

Eix.y.z.O^EQix, y)e 

B(x, y,z,t) = B q (x ， y)e lfe_lfl>r 

其中，和在 9 平面内.⑻求出 fc 和之间的关系及 £ 0 0：，;y) 和 fl 0 U，：y) 之间的关系.证 
明五办，力和满足自由空间中静电学和静磁学方程 . ⑻在理想导体表面处，£和5 

的边界条件是什么？ （c) 考虑如题图 4.2 沿传输线传播的上述形式的平 面波. 假定中心圆柱 
和外壳都是理想导体.对某一横截面画出电磁场 分布. 指出导体中电荷的正负和电流的方 

向 .(d) 用中心导体上单位长度的电荷;I和电流/表示£和及 


ikz-ia>t 
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■ 


⑻求 £ Q Oc , y ) 和 B Q Oc ， y ) 的关系，自然应该用麦克斯韦方程中以下两式 


丄^ 

c 2 dt 


d 


VxE -- 


Vx 


dt 


将所给电磁波形式 


}{ kz - o } t ) 


y ) e T 

B(x,y y zJ)^B Q (x y y)e 


i(kz-o>t) 


代入上列两式即有 

ike z x E 0 (x,y)=i coB 0 (x,y)-VxE 0 


( 1 ) 


( 2 ) 


在邛平面上，可证明 Vx £ 0 和 

只有 Z 方向上的分量，而 LX % 及都 

在 w 面内，由式(1)、式 (2) 可知，只能 

| 

V x Eq = 0, 


ike 


由于仏 


▽ X 


题图 4.2 


(3) 


= 0 


Vx 


及 


(4) 


[0( 义， y )=— B Q ( x 9 y ) 


k 


(5) 


B 0 (x,y)=-—YE 0 (x 9 y) 


kc 


用 \ 叉乘式 (4)， 再将式 (5) 代人，即可知 


( 6 ) 


灸=二 

c 

由式(4)、式 (5) 可知五0、札、\三者互相正交且构成右手关系，且有 

喿 U ， 30|= 孚 I 忍。 0c，y )h 咖。 (X ， y )1 


⑺ 


k 


又由麦克斯韦方程 Vi =0, ▽•«=() 可得 


⑻ 


= 0 


V 


= 0 , 


V 


从式(3)、式⑻知 £ o ( jc ，30、 B 0 ( JC ,; y ) 满足自由空间中静电磁学方程 

( b ) 在理想导体表面£// = 0, 

⑹由⑻、 （ b ) 知，沿传输线传播的上述形式的波，其五 oh >0和馬(^)的形式可通过 
求解对应的静电(磁)问题求得.电场的形式和静电学中带电同轴柱面之间的静电场是完全 

一^样的，五 o ( x ， y ) 沿径向分布，而 

( d ) 在题图 4.2 所示情况下，中心圆柱体带正电，外壳带负电(当然，也可以反过来)， 

中心圆柱电流方向为 + Z 方向，外壳中为 - Z 方向. 

由积分形式的麦克斯韦方程，考虑到问题的对称性，我们可以用中心圆柱体上的电荷 


= 0 


E ,{ x y y ) ,磁力线为环绕轴线的圆 
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密度和电流求出 


A 




E = 


心， 


0 


2 ns 0 r 


2 nr 


于是可知 A 和 J 有下列数值关系 


4.3 求麦克斯韦方程组对矢势解的振幅以及波频和波矢的约束 


3考虑麦克斯韦方程组的一个可能解 

_ 

_ 

A{xj) = Aq& 

彡《才)= 0 

其中4和0分别为矢量势和标量势.设为常数，试给出下面的麦克斯韦方程组 

= 0，对 AQjkjO ) 的 


i(kx-o>t) 


dE 


dB 


= 0 ; ( c ) V E = 0; ( d ) VxB -€ q ^q + 


( a ) V B = 0; ( b ) Vx £ + 


dt 


dt 


约束 


由题意得到£和《的表达式 


i(k*x~o)t) 


= VxA = UcxA <) e 


dA 




_€0 t ) 


E=V 命一 

容易 验证： ⑻和 ( b ) 两式对 馮、 A ：、 不产生约束. 

( c ) 由▽•五=0,得到 fc . i 4 o =0. 


dt 


2 


dE 


Q ) 


= o , 得到 U 2 - 


AQ - ik ^^ k^O , 故它要求同时满足 


(<!)*▽ 




X 


2 


dt 


c 


6 ) 


k ^ Aq = 0 


k =-. 


4 A 求麦克斯韦方程组对 4 矢量势表示的平面波解的振幅的约束 


i(k-z-cot) 


的平面波，％为一四维常矢量.进一步假定 


考虑一个矢势为 A m (x) = a M c 
k = ke z ， 并且选择一组非正交的％的基矢量 

=(0，1,0,0) 
=(0,0，1，0) 




( Dm 


£ 


(2 )m 


£ 


( Dm 一 


- - A 0 .k 


€ 


k 


k 


6) 


{B)M =-l M) ， o , 一二 


S 


k 


c 
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其中 M = (/，幻 . 从而可把<?成 


a M = a x e^ M + a 2 £^ M + a L e( L) 〆 + a B e 




1 BE 

对⑻ V_B = 0;( b ) VxE + - — = 0；( c ) Vxfi ---—= 0；( d ) ▽•£=()• 它们是否对 q 

c dt c dt 

〜和％产生约束？约束是什么？ ( e ) 叫、 a 2 、 a L 和 a B 中明 f 些是规范不变的？ ( f ) 对 (1)-(4) 
的条件，用叫 、七、 七和％来表示平均能量 密度. 

解由题意，采用的是高斯单位制.在本题基矢下 


«2 




k M = 2,0,0,灸 


c 


A 


-(< p , A x , A y , A z ) 


有 


i ( hz -6) t } 


< p ^( a L + a B )o 

I — 调 

A = \ a x e x + a 2 e y +( a L - a B ) e z 


l(k*Z~0)t) 


e 


以上已经用了 


co 


k = ke z . 


c 


则 


ik (- a 2 e x + aye y ) e l( *' z 


一 G>f) 


=Vx A 


Ui 




/? = ^ V (p 一 


dt 


c 


i(jfc-z— 餅 ) 


= \ k ( a 1 e x + a 2 e y - 2 a B e z )c 


( a ) ▽• B = V *( VxA ) eO ， 自然满足，不产生约束 

(b) Vx£+i dB 


V x Vfi ? - (V x A ) + — ~x A ) = 0 ，也自然满足，不产生约束 






dt 


dt 


dt 


c 


c 


c 




( c ) VxB = k 2 ( a l e x + a 2 e y )e 


， 得 


- d ~^ = k \ a x 


i(k.z-aH) 


+ a 2 e y -2 a B e z )c 




dt 


c 


因此由 


1 dE A 

一 一* 1 = (J 


Vx 


dt 


c 


要求 


— 0 


( d ) ▽_£=()， 要求％ =0. 

( e ) 显然库仑规范 ▽_▲ = () 与洛伦兹规范 


1 d<p 


= 0 


V-A + - 


dt 


c 


都不对产生约束，因此叫，七是规范不变的 

( f ) 平均能量密度 
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m = 士 (1 £ 「 + l B j 2 ) = ^ (V + 七 2 ) 


4.5 证明在均匀非导电介质中 H 与 E ， Z > 以及 A : 都正交 


角频率为、波数为 | fc| 的平面波在一中性均匀各向异向 M ^ Mo 的非导电介 
质中传播.⑷证明与£:， DRk 都正交，与 H 是横向的，而£不是横向的 .（b ) 令 

，其中〜是实对称张量.假设 选〜的 主轴为坐标轴 心； 尤=1，2,3) 

/=1 

， 证明五的分量 


m 




0 ) 


C 


定 SUc 二 kS ， 单位矢量 s 沿主轴的分量是如果 v = 子， v j = 


k 


£： 


满足 


3 ( V 2 


1 迟：=0 


写出相速度 v 依赖于3和&的表 达式. 证明这个方程有两个V 2 的有限根，分别相应于安方 


向传播的两个分立模式. 

⑻在介质中，电磁波的麦克斯韦方程为 

v ^=0 


vd = o 9 


dD 


dB 


▽ X 五 = — 


▽ X 


dt 


dt 


i(k*x-o>t) 


，则方程可化为 


对均匀介质，平面波的形式为 e 


k D = k 


= 0 


kxE = 


k x 


一 coD ， 


K^D H H = 0. k H = 0 , ju = ^ 


0) 


因此矢量 i? 与 fc， £， /> 都正交.而且 M>， 三者互相垂直，因此对 fc 方向而言， AH 都 


是横向的.但由方程组得不出 it •£： = ()，因此对 fc 而言，£不是横向矢量 

o ) D y 可得 一 = 


(b) 由 itx(fcx 五 ） = 

在主轴坐标系中灸 = A 尽及引入 






2 


2 


Q ) 


C 


2 


2 


V 




c 二 


4^ 


2 ’ 


k 


£ J 


可得出 


2 


V 


Si h SiEi + \ v } 


-1 =0 


2 


对）=1，2,3, 列岀勾 ~£ 3 的方程 
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2 


V 


2 


5" + 


1 + SP 2 E 2 + = 0 






2 


V 


Si 




vi 


+ S 3 S 2 E 2 + ! 5 3 2 + 4 - 1 >3 = 0 

K V 3 ) 


e v e 2 ， e 3 有非零解的充要条件为 


2 


V 


Si 


SA 


SiS 3 


Vi 2 


2 


0 V " 

、 s ' s l ^ 


det 


-1 


5 2 5 3 = 0 


2 


V 


* S 3 5 2 53 + 


^3*^1 


1 




即得 


4 


2 


2 


r*2 r»2 r»2 

* 1 ^1 , ^2 , ^3 


2 


V 


V 


V 


V 


2 


(# - 1) 


(si - 1 ) • 


(异- 1). 


V 


= 0 


+ 


+ 


+ 


vMvi 


vM 


vM 


2 


除 VM 的解外， 0 还有两个有祖由 W + 因此 ㈣ 的两 个根，存在着两种 
fc 2 的值，这表示波传播的两种不同模式. 


4.6 判断几个接收器接收到的信号的大小 


四个全同单色相干波源，如题图 

4.6 所示放置，它们发出具有相同波长>1的波. 
两个接收器巧、足与波源相距很远，且巧、及 2 

到 B 点的距离相等 .（ a ) 哪个接收器收到的信 

号大？ （ b ) 若把源 B 去掉，哪个接收器收取的 

信号大？ （ c ) 若把源 D 去掉，结果如何？ （ d ) 用 

哪个接收器可以检验 B 、 D 源是否存留？ 

解 ⑻设巧、/? 2 到3的距离为〃，显然 

r « A . 假设每个波源发生波的电矢量振幅为 
E 0 , 每相接收器收到电场总的振幅应为 




9 


Ri 


题图 4,6 



iis: 


XP 






XP 


£o 


XP 


五 0 


A - 2 




x p 


五 o 


£1 


* 髻 

an 
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2 


A 


Jl 


2 


R 2 ： E 20 = E q exp (iKr) + E 0 exp iK 


+ 2E 0 exp iK 


r + — 


r +一 


2 


4 


2 


KX 


A 


2 


因 为欠; 1 = 2 tc ， 故 exp 土 i=exp (土 i7i) = -l ， 而由于 r 》 又，有 


2 


4 


2 


A 


2 


E q cxpiiKr ), 故有 


E q exp iK 


4 


£* 10 « 0, E 2 q 爲 2Eq exp(i^Tr) 

/j — 0, 1 2 ^ 4JS 


2 


0 


即 /? 2 收到大 信号. 

( b ) 若去掉源 B ，显然有 


-Eq exp(iA >)， E 20 » E q exp(LK>) 

’1 = ’2 = ^10 


10 


所以 


即两接收器收到同样强度的信号. 

( c ) 若去掉源 D ，有 


E 10 浴 -E 0 exp(i^Tr), E 20 « 3£ 0 exp(ifiTr) 

/ 1= 瑞， I 2 =9 El 


故 


即&收到大信号. 

_ 

⑹综合 ( b )、（ c ) 两种情形发现，不管源 B 、 D 存留与否 ， A =球)都不变，因此&不能 
检验 B 、 D 的存留.而 ( b )、（ c ) 两种情形下/ 2 均不同，因此根据/? 2 接收器收到信号的强弱可 

以判断 B 、 D 源是否存在. 


4.7 在麦克斯韦方程组中如果电荷密度变符号，£:和 B 如何改变 


.7 ⑻在无介质的空间中写下麦克斯韦方程，说明你所用的单位制，正确地回答 
下列问题： （ b ) 假如所有源的电荷符号同时变化，问£和 B 将如何改变？ （ c ) 假如系统 

一 x ， 问电荷密度、电流密度和£、 B 将如何变化？ （ d ) 倘 


WM1 


的空间坐标反一个号 
若系统的时间反演 一下 ： t — ， 问艮忍将如何变化? 


解 （ a ) 在 SI 单位制下，麦克斯韦方程为 


dB 


P 


▽ X 五 = 一 


V • E = 


dt 




1 dE 

琴 

c 2 dt 

d d d 

■ *_^ 啊 ™ - ■ ■ 

dt dt r dt 

一 j ， 在电荷共轭变换下，电流方程式应保持形式不变，故有 


▽ 5 = 0 , 


▽ X 


MoJ + 




，故 = 一/?， 


但 ▽ — ▽，= ▽， 


( b ) 电荷共轭变换下， 


€ —^ —€ ， 
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dB 


V f xE f = - 


dt f 


£ o 


1 dE 9 


▽H 


VxB r = 


—MoJ” + 


2 


dt f 


与⑻中第一式比较，可得 


E\r,t) = ^E{r,t) 


将此结果代入第四式，并改写之 


1 dE 


再与⑻中第四式比较，可见 BV，0 = - i ?( r ，0. 

( C ) 空间反射变换为 


dt 


▽ — ^ = 一 ▽ 


r 


0 


->-， 

dt dt f 


显然此时有 


p(rj)-^p f (rj)=p 


由电荷守恒定律，再写出变换后不变形的麦克斯韦方程，仿 ( b ) 做法，可证明 

E ， (r ， t) = -E(r ， t) 

B\r y t) = B{rj) 


( d ) 时间反演变换下，有 




dt ~^ dt 9 dt ’ 


所以 〆 =/ = -) ，仿前可证明 


E\rj)^ E(r ， t )， 一 5(r，/) 


4.8 求标势和矢势的傅里叶变换 


4.8 设 、♦份、：! 份、 分别表示矢势、标势、电流密度和电荷密度的傅里叶 


变换.证明 




/ Pa>(r) 


♦ Jr )= 


4n& 


0 


r e 今 〆 U 

电荷守恒定律如何根据 〜和 表达？对远区 ( ra )) 求出电 磁场戽 ( r ) 和 BJr ) 的表达 
式，并对电流分布 J ( r ) = i /( r ) 求出该场. 


6} 




K 




4n 
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/•QO 

J 儿 (广) e 

J —00 


-icot 


do) 






r 


c 




r 


i 


一外 


dco 


—lfi? t — 


c 


471 


00 


I 


一 A 


—icot 


e 


471 


—00 


所以 


Mo 




471 


同样可得出 


p [時-叫] 


ex 


dV 


p » 


4( r )= 


471^0 


电荷守恒定律表示为 ^-+ v-j = o , 

f °° 

J —00 

-oo 

J [-i^(r) + V*/^(r)]e 
J —00 


00 


d 


JX 敁 dfi? = 0 


-icot 


dfi? +V 


3^ 


—00 


-icot 


do) = 0 


从而 


0 


VJ^-uop 




m 


在远区 


lKr 


e 


Mo 


iKr 


-ikm 


x—e 


4( r ) 


CD 


4n 


r—>oo 


其中 


JVxJ»d 3 


J rp m (r)d 3 r, 

(r)-VxA^(r) 


un 


A > = 


6) 


2 


a? 


2 


2 


〜 (r) = —Vx x(Vx AJr)) 


0) 


0) 


对于电流分布忍⑺ 
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/ 


r r xry(r f )dV-0 


Til 


2 




所以 


雕 

4nr 


Ay ( r )= 


Pq ) 


ijUqKq 

4nr 


r x JryV)dV 


( r )= VxA » 


心 1 ^ 

4nr 


j m ， )d 3 〆] 


1C 


x[e 




4.9 由介质中的无源麦克斯韦方程组导出电场和磁场所满足的波动方程 


题 4.9 ( a ) 写岀在非导电介质中麦克斯韦方程.已知介质的介电常数与磁导率为常数. 
Kp = j = 0. 证明五与 B 满足波动方程，求波速度的表达式，写出£、 B 的平面波解及五、 

B 间的关系式 .（ b ) 讨论电磁波在电介质分界面上的反射与 

折射，并且导出入射角、反射角与折射角之间的关系. 

( a ) 在非导电介质中的麦克斯韦方程组为 


dB 


▽ x 五 




dt 


dD 


VxH ^- 


dt 


V D = 0, 

其中， D 二 = s 、 // 为常数.由 


VB^O 


题图 4‘9 


Vx(Vx£)-V(V^)-V 2 £： = -V 2 £： 


及 


d 2 E 


dB 


▽ x 




dt 


dt 


可得 


V 2 E -^ is ^ = 0 


dt 


即£与5都满足波动方程.由方程可以得出波的速度 




对于以一定频率传播的平面电磁波解为 

E(x,t) = E 0 & 


i(k^x-cot) 


\{kx-cot) 


B(x,t) = B q q 
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波矢[与振幅 £ Q 、 构成互相垂直的右手螺旋关系.且 


K 


E 、 B 的关系为 


K 


y[fie 


xE 


K 


( b ) 为方便计算，设电介质1与2的分界面为 w 平面，法向为 z 方向，并取波矢[在 
XZ 平面(题图4.9)，当入射波 E=£： 0 e 

面上将发生反射、折射现象，而且反射波与折射波也都是平面电磁波，即 

反射波 


i(k*x-(ot) 


为一平面电磁波时，由光学实验的启示，在界 


i(k f x-o} f t) 


折射波 




由题图4.9,利用边值关系 


(E +E r ) = nxE 


可得在分界面上有 


nx (E 0 c iikx - m) + ) = ifx E^ i(k ^° 

上式需对所有 ： y 与 〖值都 成立，因此要求三个指数因子必须完全相等，即 


= A,. = A 


和在平面上 K x = K x ^Kl 


波数 


^/^2 


K = K f = 似彳 " 1 左 1 ， 


K” = 


因此由 = A ^ sin # 可得 


0 — 0 f 


即入射角等于反射角，此即为反射定律.由 


KsinO = K ff sin8 


可得 


V fh E 2 _ ^ 

n i 

其中，《 = #为折射率， 巧1 为介质 2 对介质1的相对折射率，此式即为折射定律. 


sin 沒 

sin ^ 


= n 21 


求垂直入射到玻璃板上的光波的反射系数和作用于玻璃板上的辐射压 


4.10 


一束强度为/的平面电磁波射到一块折射率为《的玻璃板上，波矢量与表面 

( b ) 忽略所有的相干 


10 


(n-1) 


垂直(正入射 ).（ a ) 证明对一个单独表面，光强的反射系为及= 


(« + 1 ) 


效应，计算板所受到的辐射压力依赖于《的关系 • 

解⑻取分界法向如题图4_10所示_对垂直入射， e = 0 f = = 0 , 贝！ I 有入 
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射电磁波为 


泛 Z 


E= E 0 o i(kx 


-6)t) 


^0 ~ + E}i 


k 


ft 


反射波的透射波为 


^0 




^0 


k 


k 


E 0 ^ E 1 + E U 

=<e 


i(k w ^x-a>t) 


”2 


E 


题图 4,10 


ft 2 


= £1 2 + £ :;严 


E 


E ^ E n 指与入射面垂直与平行的分量. 

对玻璃，磁导率与真空中磁导率几乎相同，即 = 所以玻璃的折射率 n = 7^ 

为玻璃的介电常数. 

由菲涅耳公式 


，8 


1 — W 

1 + W 


E’_lq - 


五丄0 = 


五丄0 


1 — n 

1 + w 


E ’" q = 一 


五 "0 = 一 


五 "0 


2 


1 -« 


故邳 2 = 


El ， 从而得光强的反射系数 

I 

R E ^ 2 Jn - l ) 

~ El ~(n + l ) 


2 


2 


菲涅耳公式还给出 




2 


Elo - 


五丄 o 


+ n 


2 


^//o = 


£ //0 =~~~£ //0 


故 


4 




2 


E 


0 


//0 一 


(1 + nf 


2 


( b ) 对一平面电磁波，能量密度为％，动量密度为与波矢 A ： 同向， 

为平面电磁波的相速度.当此平面电磁波射入介质时，单位时间通过法向％的表面单位 
面积的动量应为喂 • ，此即为电磁波对该表面的辐射压力. 

一般来说，应求一个周期中的平均辐射压力.■本题入射波的速度为 c ， 透射波的速度 
为 V ， 因此玻璃板所受到的辐射压力为 


sE y w = vg ， 


w 




V 


- cg f 


P = c 


=w+ w - w 


Q-Vg 


m 


o 


o 
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2 


2 


而能量密度的周期平均值 = 5 辟，故 


2 


2 


1 


^ 0 (£ 0 2 +^ 2 - n ^ 2 ) 


P 




2 


2 


2 


4n 


1-n 
l + n 


1 + 


4 


(1 + nf 


2 


W 1 — w ) r 2 

l + n 0 


已知入射光强 A 它应等于平均入射能流 


S^El 


2 


故最后得平均辐射压力为 


户二 2( 卜 n) 

c(l + n) 


4.11 求电磁波斜入射到真空介质边界时无反射波的条件 


( a ) 由麦克斯韦方程，考虑到空气与电介质界面上适当的边界条件，证明折 

( b ) 如果入射光具有如题图 


4.11 


2 


n -1 


射率为《的玻璃对正入射的电磁波的反射系数为 a 


4.11 所示的偏振性(即电矢量在入射面内)，试证当 tanA =« 时没有反射光 • 这里巧为入射角， 
你可以将菲涅耳定律当作已知的_ 


⑻解略(见题 4. 10⑻） 

( b ) 设入射波电场振 幅为尽 0,反射波振 

幅为五 2 。，人射角为0，折射角为巧，则菲涅 
耳公式给出 


螫 


e 2 


Ex 


0 y 


E 20 ) tan(^-^ 3 ) 

tan(^ + 0 3 ) 

因入射波电矢量在入射面内，所以反射波 
矢量也在入射面内_由上式，当沒1 +沒3 = 兰时， 


空气 


五 10 


// 


介质 


0 


2 


有五20 =(&())//=◦, 又由折射定律 


题图 4.11 


sin $ 

sin^a 


n = 


所以当 


sin 巧 n sin 0 3 

COS 4 


tan 4 = 


=n 


cos 
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时没有反射波. 


4.12 求介质中电磁波正入射到导体表面时反射波电矢量的相移 


12 一 束在折射率为 n 的介质中传播的平面偏振电磁波正入射到一块导体表面上 
设导体的折 射率 〜 =«(l + ip )， 求反射波中电矢量的相移. 

解如图4.12,入射偏振波为 






E x ^ E 


e 


1 —以 10 


灸 1= 二 《1 


10 , 


10 一 


c 


反射波为 


— i ( fc 2 x + ⑽) 


E ，= E 


e 


20 


2 


-l(k2X+6}t) 


e 


2 — ^20 


0) 


k 2 =—n 


nE 


20 , 


20 一 


题图 4,12 


c 


透射波为 


= 五 30 ei 如 - 诚) 


E 


3 


i ( k ^ x -6 H ) 


30 e 


3 一 


0) 


巧五 30 ， 众 3 

在边界面处， Jc = 0 , 三波频率 © 相同，边界关系为 

(五 10 + 忍 20) = w x 五 30 ， 

(忍 10 + 忍 20) = 


«2 








30 


C 


E 的切向分量连续 


X 


30 


H 的切向分量连续 


X 


X 




X 


30, 




即为 


五 10 _ 五20 = ^30 

_ 

^10 + ^20 = ^0 


后一式可化为 


^10 + ^ 20 = — £ : 


30 


由此可解出 


P 


P 


_ 


作 0 


五 10 = 


E 


10 一 


2 


2n + mp 


fh + 


p ^+4 


2 


tan ^7- 


P 


即反射波电矢量振幅相对入射波的相移为 
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2 




= arctan— 


P 


4.13 已知真空中磁场的表达式，试求电场的表达式 


13 假设在真空区域里，磁场被描述为 


m 




= B 0 e 似 ^sinW 


其中灰 = 办 - 如 • （ a ) 计算反 (b) 求这个场的传播速度 v_ (c) 这样的场有可能产生吗？如果 


能，怎样产生? 


⑷由 


1 dE 


k^~ 


▽ x 


dt 


得 


Vx 


E x = cosW 


_ ac 


sin W 


E 


=i — 


( b ) 电磁波沿: y 方向传播，速度 v = c. 

( C ) 这种电磁波可能发生，这可以利用全反射现象来实现.当一个在人射面为叮平面 
中沿 Z 方向的磁场矢量为线偏振波从绝缘介质射入真空时，折射波就可能是本题要求的电 
磁波 • 这时指数上的为 


<1 




其中，$为入 射角； ^为介质的介电 常数； &为入射波波数 


4.14 电磁波垂直入射到两介质的分界面，试求离界面距离 z 的总电场表达式 

一 频率为 V 的谐振平面波垂直射入折射率为 A 与《2的二介质的分界面.其中 
能量的 P 部分发生反射，并和入射波形成驻波 • 注意，当波从光疏介质射人射到光密介质 
(«2 >%)时，反射波的电场的相位有71的改变.⑻求总电场作为距分界面距离 Z 的函数表 

达式.确定的极大与极小的位置 .（ b ) 从电场的行为，确定磁场相位的改变.求 

(c) 1890 年， O. Wiener 用感光计做了类似的实验，在 z=0 处发现了一个使感光片 
变暗的极小值，问此暗条纹是由电场还是磁场所引起的？ 


4.14 






与 S 
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⑻如题图 4.14 所示，入射波电场为 
E 0 cos ( kz - cot ) ,由于反射波电场相对入射波有相差 

71，故反射波振幅珥与五0反向.由题设，入射能量有尸 
部分发生反射，而能量与 £ o 2 成比例，故可知 


E f i=pEl 


因此反射波电场为 - 总电场为 


E 0 COS(kz - cot) - y [ pE 0 cos(kz + cot) 


E 




题图 4.14 


式中，负号体现了反射波与人射波电场的相差为 n 


总电场的平方为 


= Eq cos 2 (kz - cut) + pEq cos 2 (kz + cot)- aJpEq (cos 2kz + cos 2cot) 


E 


2n 


其对一周期 r 的平均值为 


( i + p ) eI 


T 


— ^[p£q cos 2kz 


2 


E dt — 


2 


时，取极小值，式中 《 

_ 

(1-Vp) 2 f 2 

- 1 也0 


c 


，极小值为 


0，1，2, 


当 A：z = ，即 Z 




學_ _ 


— 2 


v/lj 


2 


llUl 


(2m + l)c 

Avn x 


(2m + 1 ) 


寸，得极大值为 


(m = 0， l ，2, …）时，艮 


当红= 


2 


(1 + yfp ) 2 ^,2 


E 


2 




( b ) 因五， it 组成右手正交系，由题图 4.14 可看出，入射波的磁场振幅 i ? 0 与反 

射波振幅同向，因此它们应无相位差，且磁场振幅大小为 

_ 

I 

Bq = ^\Eq — yj^HiEQ = yfpBQ 


Bq = 五 0, 


故总磁场为 


y[pB Q COS(fcz + COt) 

h - 

E^Eq cos 2 (kz - oft ) + pnlE q cos 2 (kz + cot ) + (cos 2 kz + cos 2 aJt ) 


B ( z , t ) = B 0 cos(kz - ( ot ) + 


B 


故平均值为 


(1 + p)t^El 


yjprii cos 2 kz 


2 


+ 


2 


2m+ 1 


n 时得到的极小值- 

a 

( c ) 为得到 O . Wiener 实验中 z = 0 处的暗条纹，要求此处一定为极小值，由 ( a )、（ b ) 的 


时，得的极大值 ， kz 


当= 


m 


2 
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结果，只有在 z = 0 处为极小(0 2 >在 
所引起. 


z = 0 处为极大)，因此感光片上的暗条纹由电场 


4.15 研究强电磁波入射到介质时波场的特点 


4.15 电磁辐射的波束(如雷达波束)，光束总会因衍射而发散.通过直径为的圆 

1 22 

孔的波束将以衍射角 A 散开.在强电场中，很多电介质的折射率将增加，可很好 

_ 

_ 

地近似为 n = «o +巧五 2 . 证明：在这样的非线性介质中，波束的衍射可以被波以全反射抵消 

掉而形成自陷波束.计算存在自陷波束的阈值功率. 

解假定电场为£的波束通过直径为^的圆柱腔，其外为0,圆柱内折射率 

n = n Q + n 2 E 2 i 其外为叫，故随场强五增加，柱内折射率 n 亦 变大. 

当折射率《增大到满足全反射条件 


m 


«0 


«0 




:一沒 d = 


sin 


cos^ d 


2 


衍射发射将被全反射效应抵消，此处 


0 d = l .22 A n /D 

I 

定出发生全反射时的临界场强值为 


«0 


由 n = + n ^ 2 


cos^ d 


«o 


(arccos 0 A - 1) 


«2 


在临界场强下，平均能流 


1 


El ， 因 = 


S —— 


2V/J 


所以平均的临界辐射束功率为 


D 


D 


yfs — (axccos 0 d - 1) 


.Pc = Sk \ — 


2 


«2 


D 


n 0 «o 

8 COS 0 d «2 

D 2 Hq 1 - cos 0 d 

« 2 COS 2 0 d 


( arccos % -1) 


8 


因为 A =1_22 VD «1， 故 


D 2 

16 ri 2 


4(1.224) 2 


0\ 


Pc = 


64 «2 


而《0七=；1为真空中波长，所以 


1 


(L22A) 2 — 


Pc = 


16 


«2 
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4.16 写出介质中左旋和右旋圆偏振平面波的表达式 


4.16 考虑介质中平面波的传播，该介质的折射率取决于波的圆偏振状态 .（ a ) 写下 
右旋和左旋的圆偏振平面波 .( b ) 假设介质中的折射率公式为 


_ 


n ± = n± P 


n . 夕为实数，正、负号分别对应右、左旋圆偏振平面波.证明入射到该介质中的线偏振平 


面波的偏振平面随着波的传播而旋转.求波在介质中行进距离 z 时的转角 .（ c ) 在电子数密 
度为叫的均匀等离子体中，有一均匀稳定的强磁场，磁感应强度平行于波的传播方向. 

假设电子运动的振幅很小，碰撞可以忽略，波中的磁场远小于戽 

明对高频情形，折射率可写成0>)中的形式.指出你对髙频的理解 

解以波的传播方向为 z 轴正方向. 

( a ) 右旋圆偏光的电矢为 


求圆偏光的折射率.证 


-ioH+ik+z 


r (z，0 = + E 0 cT%y)Q 


左旋光为 


if 


芯 = ( 五 0 右文 + 丑 o® 2 砹 y)e 


其中， 二 n 女九二 

c c 

( b ) 线偏光可分解左、右旋圆偏光之叠加， 

E(z, t) ^ E t (z, t) + E x (z, t) 


(£ 0 ^ + £ 0 e % y ) e - i ^^ 


\ 

2 ^)e 


~i6)t^tk + z 


= ( Eq€ x + EqC 

由此可见，在 z = 0 处， E ( Oj ) = 2 E 0 c 

在介质中行进距离 z 以后，有 

£ 0 [( e 队 


-icot 


为沿方向的平面偏振光 


_ OMf+ei?) 农 


+ 1 ) 匕 + (e i(fc+ 




-k 一 ） z 


E(zj) = 


故 


(K 一灸-—； 


cos 


sm[(k + -kjz] 

1 + cos[« — k_)z] 1 + cos[(A:+ — k_)z] 


E 


(k + 一 k 一 ） z 


2 


=tan 


2 


E 


因此，电介量 E 转角为 


—k— 


1 


(« + -n_)z 


<P = 




2 


2 


由题意，故炉 > 0 ，即偏振面逆时针旋转 • 

( c ) 为求圆偏光折射率 n ， 首先应求极化率.为此，先求介质中电子的运动.电子运动 


方程为 


=一 eE _ ev x 


解的形式为 


r = r 0 e 
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故 


2 


r = -eE — e(-io))r x 


m 


o 


注意/ ^ = - «0從，由上式可得 


nm 2 P - -riQe 2 E - iooeP x 


0 


又由尸=;^ 0 五，所以 


2 


Z £ o^ + « 0 泛 2 五 = -ia)ex£ 0 E 


X 


0 


2 




n^e 


，则 




s qBq 


o 


2 


(O 


0) 


E + E 


-lZ—Exe 


X 




COp 


Z 


B 


或 


历 2 


(D 


1 + ^ E x+ i Z 


E x =0 


( 1 ) 


COp 


B 


2 


0) 


6 ) 


l + z ^ E y ^i Z —E y =0 


( 2 ) 


(Op 


式⑴ + i 式⑵得 


2 


^ + + ^ y ) + Z~~(^x + 正 y ) 


= 0 


(3) 


式⑴ - i 式 (2) 得 


2 


1+ 聲，令， =0 

因此，对波模 A + (右旋光模式)，由(3)，义=/ + 满足 


(4) 


2 


6) 


6) 


1+ ^4 


+^ + — -0 


z ^=- 


2 


+ 






同样，有 


X - = 


2 


0D 


G > 


COp 


① B 


而 《士 =7 ^± = ^ + x ± ， 故有 
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6)1 


n ± = 


r om 


— ^士 — 


+ — 厂 


① B 






<o B m£ 0 n^e 


m 


当及历》时 


0}p0)g 

2af 


= 打土 


土 


»土 


其中 


P 26? 


高频指的是 fi ? 》 G ? P 及 6) 》 ( O f B 


4.17 线偏振光正入射到介质表面，求反射光的强度和偏振态 


线偏振光 E z ( z ， t ) = £ 0 e i ( fe ^ ) 正人射到一对左、右旋圆偏振光的折射率分别为 


17 




的物质上.试用麦克斯韦方程组计算反射光的强度和偏振态 


对于正人射，在界面上 E 与的切向分量连续_即有 

E + E n ^E\ 


HU 


因为 


H = 


E 


M 


故有 


E — E” = nE ， 


消去 P ，可得 




E 


1 + 


所以 


卜 n L 


E k = 


K = 


Ek 


五 L ， 


l + n R 


1 + «l 


入射光可分解为左、右旋圆偏光的叠加 


^0 


+:五 0 


= : E 0 


E = 


= E o 


2 


2 


0 


0 
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按电磁学的定义，为右旋圆偏光， 


是左旋的.这样，反射光为 


l - n L 


山 0 二 

2 0 l + n R [ i ) 2 °1 

1 - 行 L 

l + n R l + n L 


E ” = 


1 


= : Eq 


2 


l + n R l + n L 


所以，反射光为椭圆偏振光，强度比^为 


厂 11- 


1 


«r , l ~n L 

1 + «L 


1 


_ n R i 

1 + «D 1 + Wt 


I 4 1 + 




丄 _ n L 

l + n L 


1 + «L 


HR 

1 + Wo 


+ 2 


=— 2 


2 U + rt R 


4 


4.18 求电磁波在右旋糖溶液中的折射率和电场 


18 一种右旋糖溶液在光学上是很灵敏的，它的性质可以用极化矢量(每单位体积 
中的电偶极矩)来表征， r 是一个依赖溶液浓度的实常数.溶液不导电(為=0) 

而且不带磁性(磁化矢量 m = o ). 考虑一个以实的角频率 a 在此溶液中的传播的平面电磁波， 

1，因此有近似 vm 


I] 




y(o 


( a ) 求这个 


为了方便，假定波沿 + z 方向传播还假定 


1 + 




2A 


电磁波在溶液中的两种可能的折射率，并求相应的电场 .( b ) 假定线性偏振的光射入右旋糖 
溶液，在溶液中通过了 l 距离后，光仍然是线性偏振的，但是偏振方向转了一个角度卢(法 

拉第转动).求多依赖于厶/，历的关系. 

解 （ a ) 溶液中的电位移矢量为 


二 e 0 E + F = s 0 E + yWxE 


因为 财=力=0, 所以冴= 5/外，故 


dE 


dD dE 

=^o 


+ /V x — 


VxH = 


dt 


dt 


dt 


dB 


又由 Vx £= -了，有 


dt 


a 2 


1 d 2 E 

▽ x(Vx£) 




dt 2 


对平面电磁波 


i(kz-6)t) 


E x + E y = E 0 c 


E 
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▽与3/汾的作用为 


▽ — 


- 10 ) 


dt 


可得联立方程 


E x + ikco 2 y ^ E y = 0 


k 


ik6) 2 rMoE x - k 


一二 E=0 


由非零解的充要条件得 


^fiQykco 

当取+号时，有当取-号时，有^-%=0,分别表示电场是左右旋 
极化的 . 的两组解为 f 利用 M «1 


k 




cMoro> 


k 


2 


2 




k 


2 


溶液的两种折射率由下式确定 


k ± =— n ± 






2 


cj ^ yo > 


2 


( b ) 根据法拉第效应，偏转面转过的角度4为 


= -(k^ -k_)L = -yjj {i ct) L 


2 


2 


4.19 求旋性介质的折射指数 


4.19 某些各向同性的电介质，在被置于静止的外界磁场中时，将会变成双折射性 
的.这种偏磁的介质被叫作旋性介质，并且用介电常数 s 与一个常“回转矢量”容来表征.一 
般地， g 与加到电介质上的静电场成 比例. 考虑一个单色平面波 


E(x f t)\ E 0 
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穿过一旋性介质.仿是波的角 频率； 《是波的传播 方向；仏為 与&是已确定的常数.对于 
非导电 (<r = 0) 与非铁磁的(片= 1) 旋性介质，电位移矢量 D 与电场£之间的关系是 

D = eE + i(E x g ) 

其中介电常数^是一个正实数，回转矢量容是一常实矢量.使平面波沿$的传播，且 容沿之 
轴指向 


= 8 e z ^ 


( a ) 从麦克斯韦方程出发，求折射指数 W = 的可能值.用 e 与 g 表示之 •（ b ) 对于 

每个可能的 W 值，求仏的偏振 .( Col ) 

解麦克斯韦方程为 


▽ D = 0, 


VB = Q 


do 


dB 


Vx 


▽ x £ =— 


dt 


dt 


k D = k 


= 0 


kxE -co 


kxB - - coD , 


于是 


( kxE ) = k(k ^ E )- k 2 E = -juq 


有 


k 2 -^y E - k(k E ) - i ^ i 0 CD 2 (E xg ) = 0 


写成分量方程 


E x -i/iQ0) 2 gE y =0 


( 1 ) 


k 


i^(o 2 gE x + \ fe 2 - 


( 2 ) 


— 0 


其中， 


一 “ 


(3) 


sE^ = 0 


由式 (3) 可知， E z =0, 故为横波. 
由式(1)、式(2)，有非零解条件要求 


k 


一 8 


= 0 


det 


^o) 2 g 


k 


可求得如下色散关系 




折射指数有两种取值 
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« 


ck^ 


ck 


8 


8 




N 2 = 


_ ^ w - 

S Q £ 0 


£ 0 £ 0 


4.20 求频率为 a 的平面电磁波垂直入射到各向异性介质时反射波的偏振态 


1.20 一个角频率为 a 的平面电磁波垂直射人没有吸收的材料板.板的表面取为町 
平面，材料是各向异性的，它的介电常数为 


U 


= n y £ , 0 . 


Wo 




0, 


n x^ n 




( a ) 如果入射波是线偏振的，它的电场与 x 轴及; y 轴均成45°角，当板无限厚时，反射波 
的偏振状态怎样？ 0>)对于厚为 d 的材料板，写出 A ：、 ： y 方向偏振的透射波电场振幅与位相 

的方程. 


设平面电磁波从各向异性的介质1射人各向异性的介质2，入射面为 XZ 平面 ，二 
介质分界面为巧平面，如题图 4.20 ⑻所示_入射波、反射波与透射波的形式为 




入射 




反射 


i(tV-G>0 


透射 


由分界面边值关系要求，在界面上有 


k x =kX 

L=k[ 、 =k: 


反射、折射定律为 


k(0)sin0 = k , (0 , )sin0\ k{6)sine ^k\6 n )sm0 

( a ) 对本题，1为真空， = 2 为常数，又垂直入射，因此有 


0 = 0’ = 0” = Q 


(b) 


(a) 


题图 4.20 
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即垂直反射与透射，故有 


k = kn 


k f = -kn 


k n = k w n ， 


=e 


r / 


由题 4.5 已知，在各向异性的介质 2 中，有 


k 


-coD 


因此 zr 、/ r 应在町平面中，而; c ，； y ， z 已为介电常数巧(/，）=^，}；， 2 )的主轴，即 




因此可知 


£)! = £! — 0 


E = E x e x + E y e y ， 


而由题意，人射波电场与 A y 轴均成45°角，故 


E 


E=E 


E = + 


^ y e y J 




y 


2 


2 


2 


Et+Et=E 


y 


反射波为 


E r ^E f x e x + E ； e y 


在分界面上，电场切向分量的连续性给出 


K = e" x 

E y +E， y 


(1) 


( 2 ) 


E 




y 


又因为 


0) 


0) 


x 丑 =—f 0 — E= —£q — {E x e x -h E y e y ) 


m 


k 


k 


6 ) 


E r = £Q—{E x e x + E y e y ) 


xH f 


e o 




k 


k 


CO 


0) 


{€ XX E X € JC + SyyEyCy) 


X 


u 


k 


k 


，得 


由分界面上的 = 


in 


X 


Fn 


S 


^{ E - E f x ) = 


(3) 


E 


k 


k 


€ 


£ 0 


yy 


(4) 


{E y -E f y ) = 


E 


y 


k 


k 


联立式(1)~式(4)，解得 




2 


k 


£ 


E x ， E：= 


E：= 


E 






1 + 


k 


k 


s 


e 
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4 


k 


2 


E r = 


艮， E 


E 


^ o k 


^ Q k 


1 + 


1 + 




k 


k 


= n 2 z s 0 , 并由题 4.5 对1 ■的定义，有 

4^ Z k= n z k 


引入£ 


= n x £ Q^ £ yy =n y S 0, 




c 


所以 


4^0 n z 


2 


E x ， K = 


El = 


E 


4^0 n z 


4 ^ n z 


i + 


4^0 n z 


2 




E 




E 


4 ^ n z 


4^0 n z 


1 + 


如令 


^ O n z 


4 ^ n z 


b = 


^ 1+ 


^ 1+ ^ n z r 


则有 


E[ 


E[ 


b 


因此在叮平面中，反射波是椭圆偏振的 • 

( b ) 当介质板为 a 时，⑻中透射波五〃成为 z = a 面的入射波，为与⑻中的波相区别， 
本节中波均加角标“1”，如题图 4 . 2 0( b ) 所示,入射波 

a 

k x = k'n ， 


灸1 = = 五 U e jc + ^ I 7 e l 


2 


2 


E 


E \y = 


E x ， 


Ei x - 


4 ^ n z 


4^0 n z 


—-{^£ xx E^ X € X + GyyE^yCy) 


H ,= - 


m 


反射波 
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k[ = -k x n 

五 i = ^\ x e x + 


€ 


y^y 




E { y e y ) 


+ € 


X 


yy 


透射波(在真空中) 


ky-kn 

^l = ^lx e x + ^ly e 


y 


0) 


； =-s 0T (E ； x e x+ E^e y ) 


x 


k 


在 Z = d 分界面上的边值关系为 


ikd 


E lx c ik ^ d + E; x e_ ikld =段 

E ly ^ d + E[ y ^ d = Ely 

I 


(5) 


e 


( 6 ) 


ikd 


(7) 


ikd 


( 8 ) 


e 


y 


化简式 (7) 和式 (8)， 得 


私 e 如 


E lx ^ d - EL^ d 


(9) 




k 


e 


£ yy k 


( 10 ) 


式 (5)、 式 (6)、 式⑼和式 (10) 即为第二次反射时电磁波的方程组 • 实际上， M 对 z = 0 

界面来说又成了人射波，即这时又要发生第三次反射，因此在介质层中电磁波是在层的上 
下表面往返反射与透射中进行传播的. 


写出自由电子密度为〜的介质中的电磁波的微分方程组 

束角频率为似的电磁波通过自由电子密度为~的介质.⑻求由电场五所 
引起的电流密度，假设忽略电子之间的相互作用_ 0>)写出介质中电磁波的微分方程组 • 

( c ) 由 ( b ) 中的方程组写出电磁波通过无穷介质的充分必要条件. 

( a ) 电子的运动方程为 


4.21 






dV 


(1) 


=一 eE 


dt 


式中因 Sv « c ， 忽略了磁场对电子的作用，式⑴的解为 


e 


E 


1 


Q ) 


故得电流密度为 
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n^E 


j = -n e eV € =i 


( 2 ) 


( b ) 麦克斯韦方程组为 


3B 


▽ •/) = /?， 


▽ x 五=一 


dt 


dE 


= 0 , 


Vx 


V 


= MoJ + Mo^o — 


dt 


由 


d 


1 dE 

c 2 dt 


Vx(yxE) = ~(VxB) = -— ^j + 


dt 


dt 


得 


1-4 跑 = 0 


V 2 E- 


(3) 


c 2 co 2 J dt 2 


式中 


n e e 


COp = 


(4) 


€ o 


类似可得 


2 


9 


(5) 


— 1 _rx. — =q 

c 2 汾 2 U 2 


V 




由式 (3)、 式 (5) 可得 


k 2 c 2 - co 2 -co^ 


( 6 ) 


( c ) 由式 (6) 立即得出电磁波通过此无穷介质的充要条件是 a 2 > 〆 ，即 


^ om € o ) 


(7) 


< 


4.22 求平面电磁波在良导体中的穿透深度 

_ 

22平面电磁波在良导体内的穿透深度是多少？用电导率 < r 、 磁导率 P 和频率® 


II 




表亦之 


设一平面电磁波从真空垂直射入导体，在导体中的电磁波为 


i(fiz-a)t) 


-ax 


其中，复数波矢为 


k = {p + ia)e 


并由边值关系给出 


p 2 - 


2 


a =(o fde 


afi = ~ o)fia 


2 
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a 


对良导体， 


》1，解得 


£(D 


cojucr 


a = p = 


2 


根据穿透深度的定义一波幅降至原值1々的传播距离，可得 


2 


8 ——— 


a 


(OfMJ 


4.23 已知平面电磁电场的表达式，试求£:、及 H 关系以及折射率的表达式 


23给定一平面电磁波 


N 


E = E 0 &xp<io> t - (K -r) 


C 


从麦克斯韦方程推导£、 K 和 H 之间的关系. 根据队 A //、 tr (电导率)，写出折射率 n 的 

表 达式辛 


对于该平面电磁波麦克斯韦方程为 


( 1 ) 


VxE=- 


dt 


dD 


( 2 ) 


= /+ — 


Vx 


dt 


(3) 




(4) 


VB = 0 


其中 


J =aE 


D = sE ， 


= ， 


由式⑶、式⑷易得 


E K=B K=：0 


由式 (1) 得 


(5) 


Vx£ ^ -\a)fdH 


N 


H= — KxE 


fdC 


式 (1) 两边取旋度，并代入式 (2) 得 


2 




2 


dt 


dt 


d 2 E 


jua 


2 


= 0 


V "£- 


// f-l - 


2 


dt 


0) 


为一 ^ 波动方程，波速 
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4 




2 


HS- 


V 


故折射率 


1/2 


1/2 


C 


: a 




• ua 

-i— — 


e-i 


n = _ 


Q ) 


M)^o 


v 


或进一步写成 


1/2 


1/2 


2 


2 


a 


fIS 


a 


+ l-iJ 1 + 


1 + 


Tt ~ 


2 一 2 


2 一 2 


2//^ 0 


e co 


s co 


4.24 平面偏振电磁波垂直入射到电导率为 cr 的介质上，求介质中的电场 


束平面偏振的电磁波 E = E y 0 c i ( kz - M ) 垂直入射到磁导率为//、介电常数为 A 

_ 

电导率为 a 的半无限介质上 .( a ) 对于 cr 为大的金属，从麦克斯韦方程组导出低频时介质内 
的电场 .（ b ) 对于稀薄等离子体作同样的推导.这里电 

ne 2 

导率由惯性所限制，不受电子散射的约束，即^ = i —— 




k ff 


Bo 


W 


( c ) 从上面结果，在紫外波段讨论金属的光学 性质. 

解在导体中， = = 故麦克斯韦方程 


n 


%，只 o 


^0 




k 


组为 


«o 


dB 


Vx 


WxE = - 


k 


E 


dt 


dt 


= 0 




题图 4.24 


= /dH 


D = sEj 

对定态电磁波 


-lQ>t 


E(xj) = E(x)&~ i6} \ B(xj) = B(x)c 


由麦克斯韦方程组可得 


Vx E(x) = 

Vx H(x) = -icosE{x) + aE(x) 

VE(x) = VB(x)^0 
Vx(Vx£) = V(V*£)-V 2 E=-V 2 £ 

=icofN 乂 H = {a) 2 sfi + io)/ua)E 


(1) 


令 


a 


2 


a 


( 2 ) 


〆 ， 


k 


e =s + i — 


则 
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W 2 E(x) + k a E(x) = 0 


( 3 ) 


这是亥姆霍兹方程，平面波是其一种特解 


E(x) = E 0 g 


F 为复波矢量.令 f = + 则有 


p 1 -a 


fi£ 


P 


2 


i(fa-rwr) 


对本题，入射波 £ = £ 


，且 


yO 


[0 = ^yO e y^ 


k =ke z ， 

设在半无限介质中的透射波为五' 

E n = E n Q c 


x0 e 


’ 有 


i(k^z-o>t) 




Ui 


如题图 4.24 所示，在分界面上，为保证面上各点的边值关系都成立，必须要求 


k x=k f 


Z =0 


从而可得 




k r = k r e 


k r -0 + i 


P 、 a 满足联立方程 


P ^ a 2 


^ie 


= —6)fiCT 


2 


其解为 


1/2 


4^ 


(4) 


P 


2 


1/2 


(5) 


2 


下面用边值关系求透射波的振幅.设反射波的振幅为忍纟、好纟，由平面波的横波性及 

在分界面上五的法向连续性及孖的切向连续性，首先可知反射波与折射波的电场只有 y 分 
量，磁场只有 I 分量，并且满足 


( 6 ) 


+ 五 ;0 = E; q 

E x0+ E x0^ Ko 


E 


^0 


(7) 


k f 


£ o 


£ o 


EyO ^ 并由式 (1) 得- EyO y 从而可 


对入射波与反射波好 ,0 = = 


COfi 


Mo 


M ) 


把式 (7) 化成 
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k ， 


yQ -^ yo )^ —— E 


( 8 ) 


yo 


6 )/d 


式⑹与式⑻联立，解得 


2E 


yo 


(9) 


E 


yo~ 


k f 


/ A ) 


1 + 


* 






s 0 G>fl 


( a ) 当 o ■很大且为实数， a 是低频时，有 


2 


a 


cr 


a 


±1 


》1， 




ECO 


SCO 


所以 


atjLia 


( 10 ) 


P = a ^ 


2 


故 


CO/JC 


k f = 


(1 + i ) 


2 


( 11 ) 


2E 


yo 


E ； 0 - 


L |^： +i 同 

〈 ^ 2 s 0 co/j ^ 2 e 0 co/j J 


即在金属中的电场为 




£" = ^ oe '^^ e 1 


( 12 ) 


e 


y 


2 


ne 


参考题 4.21， 可得复介电常数 


( b ) 在稀薄等离子体中， 


<7 = 1 - 


60^ 


(13) 


1 — i 


£ ~ 


CO 2 


2 


式中，叫为等离子体频率^对等离子体，可近似取// =外.代入式 (2) 有 

\( a ) 2 - o 4) 


£ 0 


Uil 


a 


k 


c 


当 4 < j 时， t 为实数，代入式⑼得 


2E 


2E 


yo 


yO 


(14) 


^ y 0 = 


Ck f 


l + (l-co^/co z ) l/2 


1 + 


0) 


i(kz-o)t) 


(15) 




e 


y 


当 4> ty 2 时， r 为虚数，有 


2E 


y 


(16) 


E y0 - 


1/2 


1 + i(cc^ / fi> 2 - 1) 

E；= E ； 0 ^ k K l(M 


( 17 ) 
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( c ) 对金属密度 ㈣ 10 22 / 


，它的等离子体频率 

10 22 x10 6 x(L6x10~ 19 ) 


IM 1 


1/2 


12 


ne 


0.56x10 16 (Hz) 


Q}p = 


12 


9.1 x 10"^ x 8.85 xlO ~ 

而紫外波频率仿 >10 16 Hz ， 可以满足4 <® 2 ,这时金属中的电磁波由式 (14) 与式 (15) 所确 

I 

定，紫外波可在金属中传播. 


^0 


m 


4.25 平面偏振电磁波由空气入射到耗散介质，求耗散介质中电磁波的色散关系 


题 4.25 已知一个平面电磁波，频率为出， 波数为 k 并且沿 + z 方向传播 .z < 0处为空 
气 O = f()，cr = 0)， 假定空气和介质的磁导率相同，即// = A ). ( a ) 求在耗损介质中的色散关 

系(即历与之间的关系 ).（ b ) 求在良导体和不良导体两种情况下灸的极限值 . ⑻求此平面 

在介质中的穿透深度 &(<!) 在介质中，假定求从 z <0 到 Z >0 的透射率 r .( e ) 大 

多数微波炉的工作频率是 2.45 GHz . 在此频率下，牛肉的 f = 49 力， o " = 2 Q / m . 试估计牛肉 

的 r 与 J 的近似值.从结果中能否说明用微波炉加热比红外线炉优越？ 

解 （ a ) 当平面电磁波从真空垂直射入耗损介质时，透射波的波矢为 F = + 波 

r 

数 F 与频率历的关系为 + 故得 


P 2 - 




P = -cofdQ<r 


2 


联立两式可得 


1/2 


1/2 


( b ) 对于良导体，一》1，则有 


P = 


对于不良导体， 一 《1，则有 






2 




，故波幅降低了 i 倍的穿透深度为 


⑹透射波可写为 A = 
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- 1/2 


S =—— 




2 


a 


对良导体有 


S 


对不良导体有 


2 


e 


S = 


a 

( d ) 参考题 4.11， 透射波与入射波振幅之比为 


2 


^20 _ 

E^q l + n f 


其中， Y 为复折射率.复介电常数 


<7 


<7 


e r = e + i — = £ 1 + i 


当 cr 《⑽时 


1/2 


2 


匕2 


1 + 1 — 








1 


Mo^c 


2 


而正常折射率为 


£ 


2 


Mo sc 


€ 0 


故有 


1 a 


1 H — 


5 


2 € 


平均能流密度为 
入射波 


左0 


^ io | 


5i=- 


2 


Mo 


透射波 




2 


^20 


^2 =— 


2 


M ) 


透射率了的定义为 


An 


五 20 


52 


T == 


£ 0 E 10 


Si 


4 


(1 + n) 2 + n 2 <r 2 1 Ae 2 (o 2 
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( e ) 在微波炉中加热牛肉代入题中数据，有 


10 一 


x 2 tcx 245 x 10 Q / m «7 Q / m>cr 


⑽= 49 x 


3671 


= 7,穿透深度与透射率分别为 


于是，近似把牛肉看为不良导体《 = 




12 


2 x 7 8.85 x 10 一 
2 V 12.6 x 10— 


2 


e 


1.85( cm ) 


^ = — 


^ VM ) 


4 x 7 


An 


«0.43 


T = 


(l + n) 2 + n 2 a 2 /4e 2 0) 8 2 + 7 2 x 2 2 /4 x 7 2 


对红外炉，因红外线波长约为 1( T 3 cm ， 对应频率为 0.3 xl 0 13 Hz ，对牛肉而言，有 

,仍近似看为不良导体.这样一来，红外线在牛肉中的穿透深度与透射率均与微波 
情况十分相近.因此对烘烤牛肉，加热的深度与透入的能量，两种波的效果差不多，即从 

我们的结果来看，不能认为微波炉加热比红外炉更优越. 


4.26 求 X 射线在金属表面发生全反射时临界角与频率的依赖关系 


( a ) 当 X 射线以大于临界角的入射角投射到金属表面时，它被全部 反射. 假定 
金属中单位体积内包含 n 个自由电子，计算作为 X 射线频率®函数的临界角 .（ b ) 如果 
«与0使全反射不能发生，计算有多少入射波被反射.为计算简单，可以假设 X 射线的偏 

振方向垂直人射面. 




( a ) 金属中电子的运动方程为 


-lG)t 


mx = -E = -eE 0 e 


-i<ot 


，故可得 


其解有形式 X = ^0 e 


co x = eE 


Uil 


而金属的极化强度 


= Xe £ Q E 


P = —nex 


由此求得极化率为 


ne 


y = — 
A^e 


meQCO 


ne 


令 4 = 


，则金属的折射率为 


^0 


1/2 


i A. 


n = ^Jl + Ze 




临界角为 


1/2 


arcsinl 1 一黑 


% = 
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( b ) 当五垂直入射面时，设入射角为色，折射角为0，则反射系数为 


2 


2 


= 五丄反 I fcos ^-» cos^ t 

五丄入 


cos ^i +ncos A 


4.27 已知不均匀介质的极化率和电导率，求入射波、反射波和折射波的磁场 

题 4.27 无限空间中充满不均勻介质，其极化率和电导率分别由下式描述 (L 乂仏为 


常数) 


-00 < Z < 0 


0, 


Z(z) = 


^(1- e^X 0 <z 


<00 


—00 < Z < 0 


0, 


cr { z ) = 


0< z <°° 


〜( K ‘） 

令空间中 // = 1; 一束 S 偏振的平面波(即忍垂直于人射面)以人射角 从 z <0 的区域入射到 
>0的区域. 彼矢为 k Q ，(kQC = a >) 


Z 


E y ( r , t ) = A exp [ i ( A : 0 sin 9 x + k Q cos 0 z - cot)]e 


y 


E ^{ rj ) = R exp [ i ( fc 0 sin 6 x - k 0 cos 0 z - o > t)]e 


y 


Ey ( r ,0 = £( z ) exp [ i (/ r r sin / • x - o ) t)]e 


y 


R 为入射和反射振幅， E ( z ) 为待定函数. y 为 z = Q 的面法向与 f 的夹角•⑻用上述参数 
写下入射波、反射波、透射波的磁场 .（ b ) 写出各分量在 z = 0 处的边界条件(提示利用斯涅 

耳定律 ).( C ) 利用麦克斯韦方程和下述关系 


A 


D ( r , t ) = e ( r ) E ( r , t ), e ( r ) = 1 + z( r ) + - <^( r ) 




给出 Ef ( r ，0 满足的方程， 


( a ) 入射、反射波波矢为 


= ( k 0 sin 汐， 0，一 ^o cos 汐) 


! = ( fe 0 sin 沒，0, fc 0 cos 沒)， 


，对入射波、反射波 ▽— 汝，了 —- i 历，可得 


由 Vx 


dt 


dt 


kx^E 


UcxE = -(—io?)B ， 


故 


i C 


- {-zo%6e x +sin^e JC )E ： y (r,0 

=(- cos ^ e x + sin ^ e y ) Aexp [ i ( fc 0 sin 0 x + k 0 cos Oz - cot )] 
= ( cos $ e x + sin $ e y )R exp [ i ( fc 0 sin Ox - cos 9 z - o ? t )] 


R 


对透射波 
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T 


VxE 


1(0 


mz ) 


一 |> ’ (z)]exp[i ( 灸 ’sin/.jc — 欣 )] ，五 ' (z) = 


dz 


16) 


( b ) 在 Z =0 面， A ，好 t 连续，即 


El ( r 9 t ) + Ef ( r 9 t ) = E T y ( rj \ 


z = 0 


T 


R 


z = 0 


( rj )- e x9 


[H\nt) + H^( rj t)] 

还有 B „ 连续，即 [ B l ( r t t ) + B R ( r f t )] 

fc o sin 0 = f S inr 结合第四个方程，由前面两个方程可得 

A + R = E (0) 

k Q ( R - A ) cos 0 = LE ’( O ) 


JC 


彼矢 k 的切向分量连续，即 


( r , t ) 


z 


z 


( 1 ) 


( 2 ) 


第三个方程给岀与式 (1) 同样的结果. 

=竽，故 


3 


( c ) 因 ▽〆 


,Vx 


dt 


dt 


d_fdD 


d 


Vx(VxE)^-—(VxB) = -jUQ 


dt 


d 2 


2 




= M ) 


at 2 


dt 2 


又因 


Vx(Vx£) = V ( V ^)- V 2 £=- V 2 ^ 


2 


2 


= -0) 


2 


dt 


则 


£ 


2 


2 


E 


V ^ E =~ 0 

C 2 

现知， ( r ， 0 = E { z ) exp [ i(f sin y x - mt )] e y , 故得 

(^ sinx ) 2 £( z ) + E ff ( z ) 


2 


(D 


£ r E(z) 




2 


c 


d 2 E(z) 


2 


- fe f 2 sin 2 / £( z ) = 0 , 


E\z )= 


E\z) + 


— —s 


2 


2 


dz 


C 


因为 


=\ + Z + 


a 


e 


£ 0 6) 


=1 + ^ao(l - e _;lz ) + -^—(1 - e~ Az ) 


《0 


故 
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ft 


E\z) + — 1 + ^ood-e-^) + 


(1 - g~ Az ) E ( z ) - k ,2 sin 2 yE { z ) = 0 


C 




边界条件 


E (0) = A + R , E \0) = i(A - R ) k 0 cos 6 


4.28 写出矩形波导管内磁场 // 满足的方程及边界条件 


写出矩形波导管内磁场 H 满足的方程及边界条件 
磁场 H 所满足的方程 




( V 2 + k 2 ) H =0 


( 1 ) 


( 2 ) 


= 0 


V 


(3) 


Vx 


SO) 


i(k z z-Q>t) 


，则振 


和 y = 0、 办处，电磁波沿 z 方向传播， 


设波导管壁在 
幅方程为 


= H ( x , y)e 




d 2 d 2 


+ k ^+ k 2 y \ H ( x , y ) = 0 


(4) 


由 1*4 = 0 ，有 


在 jc = 0, a 面， 

■ 

在 : y = 0, ： y 面， 

将式 (3) 应用到边界面上，并考虑到 nxE =0, 有 


// =0 


(5) 


=0 


dH y 一 dH 




在 = <2面, 


( 6 ) 


= 0 , 


dx 




dx 




dH z 


在 ；V = 0， 办面， 


(7) 


= 0 , 




4.29 论证矩形波导管内部不存在 TMmo 和 TMon 波 


论证矩形波导管内不存在 TI ^ Uo 和 TM & 波. 
证明在波导管中沿 z 方向传播的电磁波的一般形式为 




i(k z z-<ot) 


(i) 


E x - A i cos k x x sin k y yc 

A 2 sin k x xcosk y yc 
E z = A 3 sin fc^jcsin k y yt 


i(k z z~ct>t) 


( 2 ) 


E 




i(k z z-o)t) 


(3) 


其中 


nn 


(4) 


，/ 1 = 0，1，2,3, 


k 


k 


Ti 


b 


TM mn 波代表磁场与 z 方向垂直，而电场在 z 方向的分量尽 々0_ 当《 = 0或 m = 0, 有 
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卜 =0或&=0,这时由式(3)，都有 £ z =0, 故都不满足横磁型波条件.所以不存在 TMmo 
和 TMo « 波. 


4.30 计算圆柱形波导管表面的玻印亭矢量的大小和方向 


30 ( a ) 一个电导率为 a 、 半径为的圆柱形直导线，载有均匀的轴向电流密 

度 /. 计算导线表面玻印亭矢量的大小和方向 .（ b ) —传导薄片(电导率 a ) 置于峰值为 
E 0 、 馬 的平面 EM 波中.计算薄片内部的玻印亭矢量，对波的一周期求平均.考虑^很 

大，即 cr 》®% 的情形 .( C ) 在 ( b ) 中，如果 cr 无限，在空间各处的玻印亭矢量的平均值为 




多大? 


( a ) 以导线的轴线为 z 轴(电流沿方向流动)建立柱坐标为 ( r ，0， z ). 导线内部， 

因为介面上 五的切 向分量连续，故导线表面外侧(邻近导线处) 


有 / = aE.^LE =— 


=~e 


暑 


a <t 


2 


d / = / ib / 可求得该处的磁场为 

2na 




仍有五=二& ， 由 


0 一 


0 


2na 


2 


CT 


M ) 允 


e e ， 因此导线表面处的玻印亭矢量为 




2 


2 


Ja 


ra 


s = 


Ex 


= —— e, x —— 




e 


2 


2 


a 


Mo 


( b ) 为简单起见，假定薄片的法向与波的传播方向平行，即沿 + z 方向 • 则在导体中波 


矢 


= (J3 + ia)e 


对 CT 很大时，有 




a = J3 


2 


所以导体中电场为 




E(U)^E 0 ^ az 


磁场为 


(/? + ia)e z x E 


xE = 




X 


z 


则得玻印亭矢量为 


CT 


2 


S - Ex 


- e 4 E e 


对一周期平均，有 


4 章 电磁波的传播 


373 


_ 


Re{£ + xif} 




S =— 


2 


2 


4 






-2az 


4 


( c ) 如果 a — o )， 有 a — O , 在导 f 薄片内部 S 等于0,波在导体表面全 反射； 在薄片外 
部，反射波与入射波形成驻波，因此歹= 0,即空间各处 1 = 0. 


4.31 设在 z >0 的半空间充满导电介质，内有一沿3；方向的变化磁场，分析介 

质中涡旋电流随深度衰减情况 


题 4.31 在 z >0 的空间里，充满磁导率为//、电导率为 cr 的物质.一个沿 y 方向缓慢 
变化的磁场 S = B 0 cos mt 在该物质中感应产生涡旋电流.试从麦克斯韦方程组出发分析祸 

旋电流随进人物质深度的衰减情况以及电流和外场的相位关系. 

解麦克斯韦方程组为 




▽ X 五 = — 


dt 


dE 


▽ _B = 0 ， VxB = €^i - + afiE 


dt 


由此可推得 


V x (V x B) = -V 




dt 


dt 


由题设及对称性可知，物质内的磁场只有 y 分量，且只是 z 和 （的函 数，从而上式可 


简化为 


d 2 B 


d 2 


dB 


一叩丁一叫 


dt 


dz 


dt 


l(kz-0H) 


求形如 


的解，上式给出 


-k 2 + ia)a/j + efdco 2 = 0 


因此 


k = o)y[Ji 


= a + ij3 


e + i — 


由题意，频率很低，故可认为 


»1 




于是有 


V 2 M 


a + ifi 


2 


2 
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0C = P =— 


2 


最后求得 


= B 0 c~^ z cos(az - < ot)e 


y 


磁场随深度 Z 衰减，衰减系数为々 

由丑 =一 


k%B ,其中， k^{a+iJ3)n. 求得电场和电流为 


0)^18 




7 C 


fda 


-pz 


i(kz-o)t) 


£ = Re 


cos az-cot + — 


+ 


e 


e 


o 


4 


4 


£ 


0) 


a 


-Pz 


0 


j-crE = 


cos az-cot + 


e 


4 


s 


即在界面 z =0 处，它与外场有士的相角差。 


4 


4.32 已知谐振腔尺寸，求在4/75 < A <8/ Vl 3 波段中可激发几个电磁模式 


题 4.32 已知一中空铜盒的尺寸如题图 4.32 所 
示 .（ a ) 在 4/^ cm </ l <8/ N /^ cm 的波段中有多少 

个电磁波模式？⑻求出波长 . ⑹求⑻中几个模式 

的电场，⑹在 0.01 cm <； l <0.011 cm 波段中大约有 

多少波模？ 


€ 


z 


b 


a 


2 


c 


( a ) 该谐振腔中，驻波模式 ( m ， n ， p ) 的波 


o 


芒 y 


长为 


3 


e x 


2 


4 


几 p 


2 


2 


2 


P 


n 


题图 432 


+ 


+ 




b 


c 


a 


2 


(cm) 


2 


2 


n 


2 


4 9 


+ P 


8 13 ^ m 2 n 2 2^5 

-= M —< — + ——+ 〆 <-• 

Vl3 16 4 9 4 

p 为 0 或正整数， Km n + np + pm^O . 当/ > = 0 时， 

1、 n = 0 或 aw = 0 、 w = 1, 艮 P 在 一 i — 

V 13 


4 


因一 < A < 


s 


1 、 n = 3 或 


2 


因为 




m 




， n ， 


m 


8 


中，有四种谐振波 


« = l ； 当/ >= i 时， 


cm 


模式：（1，3, 0)，（2, 1，0)，（1，0, 1) 和(0, 1， 1) 


6 


4 


6 


4 


实际上只有两种波长 


(b) 波长依次为； r m ，；? r m ’； r m ’ vi 5 


cm ， 
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( c ) 


\ cos k x x sin k y y sin k z z 

E y = A 2 sin k x xcosk y ysin k z z 

E z = A 3 sin k x x sin k y y cos k z z 


E 




X 


nn 


p 




k 


k 


k 


x 


y 


z 


b 


c 


a 


ky ^ + k y A 2 + k z A 3 = 0 
模式 (1,3, 0): E x =0 9 E y ^0, E z = A 3 


sin —jcsidtij 


2 


7t 


模式 (2, 1， 0): E x = Q ， E y =0,£ z = A 3 sinTixsin-y 


3 


模式 (1， 0, 1): £^=0, E y = A 2 sin - JC sin 7C Z, E z =0 


2 


模式 (0, 1， 1): A = AiSin ;： ysin 7 cz ，£^ = 0, E Z ~0 


2 


<0.011， 则 


( d ) 若 0.01 < 


2 


2 


n 


m 


2 


+ P 


■■ ■ ■ 

4 9 


2 


2 


m 




2 


< 200 2 


2 


劃 < T+ - 


这表示一个椭球壳，其体积为 

AV = V 2 - V 1 =- tc (2 x 200 x 3 x 200 x 200- 2 xl 8 L 8 x 3 xl 8 L 8 x 181.8) 


= ^tcx 2 x 3 x( 100 3 - 181 . 8 3 )« 5 x 10 7 

而每一个模式占 A . M.Ap = l 3 =1 个单位，故在给定的波长范围内，约有 5 xl 0 7 个波型. 

4.33 估计 lcm 3 的空腔中频率在 l . lxlO 15 〜 1.2 xl 0 15 Hz 之间可能存在电磁驻波模 

式的数目 


33对体积为 lcm 3 的空腔，试估计空腔中频率在 l . lxlO 15 〜 L 2 xl 0 15 Hz 之间所可 

能存在的电磁驻波模式的数目 • 

解一个驻波模式(频率 为力在 频率空间中占有频段 d / = 


3 


C 


，在分的频率范围内， 


2 


呵 


驻波模式数目 W 为 


(1.1 xlO 15 ) 


2 


-6 


2 


8tcx10 




X 


14 


x0,2xl0 1J «2xl0 


△/ = 


(3 xl 0 8 ) 3 


df 


c 


c 


设想空腔是体积为 lcm 3 的正方体，则 ( m , n , p ) 型波模频率 f m 




2 
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〔款 


2/ 


2/i 


依题意，应有 


，这是一个球壳， 


< 


+ «" + /?< 


_ 


10 "c 


10"c 


其体积为 


4 


2/i 


32 n 

3 xl 0 6 ? 


(/I -/】 3 ) 


10‘c 


32 n 


[(1.2 xl 0 15 ) 3 —( LOxlO 15 ) 3 ] 


(3 xl 0 10 ) 3 


15 


-1.3 x 10 

而每一波式约占 Am • An • Ap = 1 单位，故在给定频率范围内的波模数目约为10 15 


4.34 已知矩形波导管截面的长宽尺寸，写出最低模式的电场£：和磁场 B 的波 

动方程 


34考虑一个矩形波导，它在 x 方向上为无限长，宽 CV 轴方向 )2 cm 、 长 ( z 轴方 

向 ) lcm ， 管壁是金属的，如题图4.3 4 所示. ⑻ B 、 

E 分量在管壁处要满足的边界条件是什么？ （ b ) 
写出描述最低模式的电场五和磁场 B 的波动方 
程(提示最低模的电场只有 z 分量 ).( c ) 对可传 
播的最低模，写出其相速和群速 .（ d ) 可传播的 
波分为两种波型.这两种波型各是什么？在物 
理本质上它们有何区别？ 

解 （ a ) 对金属壁，可认为在边界面上 ， E 

的切向分量及 B 的法向分量等于0,即 
当 ; y = 0、 2 cm 时 




题图 4.34 


3 E 


二= 0 


E x = E z- 0 , 


艮=0, 




当 z = 0、1 cm 时 


dE 




E x = E y- 


足 =0, 


dz 


( b ) 对频率为的单色波，波动方程化为亥姆霍兹方程 


V 2 E + k 2 E = 0, ifc 2 sG ? 2 / c 2 


—— VxE 


VE=0 


一 、及〜=0, p ^ E z ^0, E x = E y =0 , 故波动 


但对于最低模 TEm ， 即~ = 


=—cm 


2 


Jo 


方程化为 
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* 


V 2 E z + k 2 E z =0 


Vx (£^) 


dE 


边界条件为当 y = 0.2cm ， £ =0 ； 当 z = 0 及 z = 1cm 时 —= 

dz 

(c) 对最低模式 TEoi, k y = 兰 cm - 1 ， & = 0 , 故 


= 0 


2 


k 


相速 


a ? 2 n 2 


4 


群速 


-l 


6 k 


doo 


C 2 4 V p 


dco 




6) 


( d ) 波导管中传输的电磁波可分为 两种： 一种是横电型 ( TE ); —种横磁型 ( TM ). 横电型 
波的特 点是： 电场是横波，而磁场不是横波.横磁型波的特 点是： 磁场是横波，而电场不 

是横波 • 


4.35 求矩形波导管中传播的 TE 型电磁波的截止频率 


35已知一个 TE 型电磁波在如题图 4.35 所示的矩形导管中传播.波导的壁是导 
电的，内部为真空 .( a ) 这种波型下的截止频率是什 
么？ （ b ) 如果波导内部充满介电常数为 f 的介质， 

截止频率将如何变化？ 

解 TE 型波是横电型波 ， £ z = 0, UH Z * 0 .取 

边 b 为 x 方向， 边 a 为 y 方向，则波导内的电磁波 
在■«、 y 方向是驻波，在 z 方向是行波，设 

y 方向半波数目，有驻波波数 




表 


7J\ X 


题图 4.35 




nn 


k 


k 


b 


行波波数由 


k 2 z = k 2 -{ k 2 x + k 2 y ) 


确定 


( a ) 当波导管内为真空时 
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k 


Sq/Jq 


C 


k 


b 


显然当 g <0 时， 卜为纯 虚数，行波 e % 指数衰减波，电磁波将不能在波导中传输，所以 
截止频率由4=0确定，这时 


+ 






^c^mrt I 

V ^ oM ) 

( b ) 如果波导内充满介质情况与真空基本相同，只需使 Q — AA ) — A 即可，由于对一 
般介质//4//0,所以这时截止频率为 


b 


+ 








b 


4.36 求在充满介质的矩形波导管中可传播的最低模式 TE 型波的电磁场 


36 ( a ) 写出非导体介质中的麦克斯韦方程组，介质磁化率为//，介电系数为厂 

并推导出电磁场在此介质中传播的波动方程， 
给出其平面波解 .（ b ) 求出充满上述介质的方形 
波导(边长 I ) 的最低 TE 型电磁场.并说明所用 
边界条件. （ b ) 中所得结果和唯一能被激发的 TE 
型波， （ C) 在哪个频率范围内？其他模式的波将 


会怎样? 


解⑻参看题4.9_ 

( b ) 取坐标轴如题图 4.36. 则边界条件为 


3 E 


X = 0, / 


E y = E z= 0 , 


题图 4.36 


d;c 


dE 


— ^ = 0, 


y = 0 J 


=尽= 0 , 


E 


dy 


在波导管中传播的电磁波为沿 z 方向传播的行波，可写为 

E(x.ya) = E(x,y)c lk ^ 


代入定态波动方程得出 


0 2 


d 


E ( x , y ) + ( k 2 - k 2 z ) E ( x y y ) = 0 


0? + 5/ 




设 M ( X ，}0 为电磁场任一直角分量，并设 


u ( x y y ) = X ( x ) Y ( y ) 


则得到 
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d 2 




d 


Y + k ^ Y ^ O , 


kt + kt + k ： =k 


dy 2 


则 


u { x y y )- (Q cos k x x + Dj sin k x x )( C 2 cos k y y + D 2 sin ^ y ) 


由边界条件可定出 


E x = i 4 j cosk x xsmk y ye 

A 2 sink x xcosk y ye lk 
E z - Aj sin k x x sin k y yc ^ 1 


E 




，《 = 0，1，2, 


k 


k 


最低的 TE 型波为 TE 10 型与 TE 01 型, 

对 TE 10 型： E X ^ E Z 


H = - ^7 x E "(寻 


, E y = A 2 sm—c 




CDJU 


=0 




H 


G)jJl 


17t 


A 2 cos —— e 


H 


COfll 


对 TE 01 型波可作类似讨论- 
( c ) TE 1() 或 TE 01 波截止频率为 


Q >1 = 






TE „ 型波的截止频率为 


V 5 


<°2 = 


^[jusl 




\/2 k 


K 


时， TE 1 Q 与 TE Q1 是唯一能在波导中传播的波 


所以当 


I - < < -- 

扣 si 如 el 

对其他模式的波， 卜将 为虚数•传播因子❻^^成为衰减因子，电磁波在 Z 方向迅速衰 


减，不能在波导中传播. 


分析截面为等腰直角三角形的波导管中可以传播的 T ^ TM 以及 TEM 波 
的模式 


4.37 


37 一 个波导管横截面是一边长为 fl 、 斜边为的直角等腰三角形_管壁是良导 


國 
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体，管中有乂 = & =1. 确定能在波导中传播的 TE 、 TM 和 TEM 波的模式.对允许存在的 
模式，求 JEU ，; y ， z ，/)、 BUnO 及截止频率.如果有些模式不能存在，请解释原因(波导 

管截面图如题图 4.37 所示） 

先考虑模截面为 
传播的电磁波的电矢量为 


的正方形的波导.沿 +Z 


axa 






灸 1 = 


E 


a 


n 


ik^z-icot 


E y = A 2 sin ^ jjccos^je 


灸 2 = 


a 


ik^z-i 


+kl + kl^k 


E z = A 3 sin Mxsm k 2 y ^ 


题图 437 


k x \ + k 2 A 2 — i ^ 3 A 3 = 0 


以上模式的电磁波已经满足了边界条件 


E X = E Z =0( 当 y = 0) 和尽=尽= 0( 当 jc = a). 

为使上述模式满足面上的边界条件，需对上述模式进行 筛选. 首先 ，当 

~ 一 Ey 可得： k ' = — ^2 > = ^3或女 1 = 灸2， = —^2 * 


JC 


时五 z =0， 故 i 4 3 =0. 再由 y = 义时， 


E 


因此 


k iy ^ zAo)t 


E x =-Acoshjcsin 

E y = Asin ^ xcos^yc 


ik 3 z~i<ot 


E , -0 


其中 


nn 








a 


2 


2 


A n 7i 
一 2—^ 


灸 3 = 


2 


2 


C 


a 


d 


mkxE ^ eoB 可得磁场为 


^ Vx £； = 


dt 




灸 3 




A sin k ^ cos^ye 


E 


B 




(D 


h 




ik^z-ian 


B =-^E x = —--Acos^xsin^^e 


(O 


(O 


k l 


ik^z-u&t 


{ k x E y - k 2 E x )-— A ( sin k ' x cos k x y + cos k ' x sin ^ y)c 


= 


0) 


O ) 


CO 

故存在的波模为 TE ft 型或 TE „ „ 型， TM 型波不存在，截止频率叫〜= V 2 


cnn 


a 
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4.38 半径分别为 n 和 r 2 的同轴波导内，沿轴的一半空间为真空，另一半充满 

介质，求两区域中的 TEM 波模 


题 4.38 在题图 4.38 中，对一对半径分别为^和;^的同轴导体构成的波导 ( r > n ). 两 

柱间的 z <0 部分为真空， z >0 区域里充满介电常数为^^1的电介质.⑻给出两个区域里 

_ 

的 TEM 波模 .（ b ) 假如一束 TEM 模电磁波从 

I 

左边入射到界面上，计算其反射系数和透射 
系数 .（ C ) 有多少能量透过去？有多少能量反 
射回来？ 


£ I 


题图 4.38 


解 （ a ) 先讨论 z >0 区域，可以认为介质 

磁导率似为 M )， 则电磁场满足方程 


E f 


( 1 ) 


= 0 


由圆柱对称性，式⑴特解为 


i(k f z-o>t) 


E{xj) = E\x, y)c 


( 2 ) 


i(k r Z -OH) 


\x J t) = B , (x y y)t 


k 


令 


a 




dz 


▽ s 2 为拉普拉斯算符横向部分.把电磁场分成横纵部分，即 

所谓 TEM 波，即要求玛二0 .则由 ▽•& = () 可知 

V 


(3) 


而由 = 可知 


(4) 


V.xE：^0 


式 (3) 与式 (4) 允许引人一标量多，有 


五卜 -▽ 彡， vV=o 


(5) 


由轴对称性易知，4只是 r 的函数， 


1 9 [ 9^ 

r 3rI dr 


= 0 


其解为 


^-c]nr + d 


因此 




相应磁场为 
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一 


i(k f z—G)t) 


se^ xEl = 


e 


e e 


s 


z 


即在 z > 0 充满 £ 介质区域有 TEM 波为 


c 




El(x 9 t) = -c 


( 6 ) 




c 


i(k f z-a>t) 


㈣） = 


e 


类似地 3 对 z<0 区域， 


1， TEM 波为 

E ( x ， t ) =—e 


s 




b ； 


l(kz~G>t) 




i{kz-M) 


(7) 


B ( x , t ) — 


e 


0 


k'^COyfJ^S 

(b) 以 z = 0 面为分界面, TEM 波从真空垂直射入介质，假设反射波与透射波都是 TEM 
波，入射波由式 (7) 表示，透射波由式⑹表示，反射波记为 

E\xJ) = -q 


b 、 c 为任意常数.波数 = 


C 


-i(kz^cot) 


d 


( 8 ) 


-i(fe+ 妨 ) 


B \ xj ) = 


e 


e 




e 


则^ = 0面的边值关系为 


( E r + E ^ E f r )\ 

{ H d + H K 0 - H f 0 )\ z=Q =O 


= 0 


z=0 


(9) 


联合式(6)~式⑼即得 


卜7^ 

l + VM) f 


2 


( 10 ) 


b 


d = 


b 


c = 


I 

由式 (10) 得反射系数与透射系数为 

卜 


2 


4>///o 右 


( 11 ) 


D = 




(1 + ^ s ) 


(c) 入射波平均能流密度为 


2 


( 12 ) 


S = ~ € o ^ 


Z 


2 


因此通过 z = 0 分界面平均入射总能量为 


2 


2 tc 


r 2 b 


£ o 


— rdrd 0 


Sda = 


W = 


z=0 


2 


2 Jo 


( 13 ) 


h 


e 0 b 2 \n 


r i 
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注意式 (13) 中为任意常数 . W 中被反射的能量为 /? W ， 透射能量为 DW . R ^ D 是式 (11) 
中的反射、折射系数. 


4.39 证明在同轴波导中可传播一个电场和磁场都垂直于柱轴的电磁模 


题 4.39 已知一个波导是由两个同轴的理想圆柱组成，辐射在它们之间传播.证明 •. 
存在这样一个模式，它的电磁场都垂直于圆柱轴.这个模有截止频率吗？计算这个模的传 
播速度和沿轴向的时间平均功率流 . 

解 为计算简单，取轴向为 z 轴方向，假设圆柱之间区域为真空.参考题 4 .38, TEM 
波正是电场、磁场均与轴线垂直的模式，它们是 

E =—— e 


i(kz-a)t) 


A 




e 0 


A 为任意常数.在式中永远为实数，因此 TEM 波不存在截止频率，且波的传播速 

c 

度为光速 C . 

与题 4.38 类似，沿轴向的平均功率流为 


b 


P = nenA In— 


式中， fl 、 6为圆柱的半径 


* 


4.40 由两条相互平行截面形状任意的导线组成的传输线，周围充满介质，导 

出沿轴传播电磁波的波动方程 


4.40 —条传输线由两个互相平行的有任意形状 
的截面组成.电流从一导体流入，从另一导体 流出. 导体 
处于介电常 数为心 磁导率为 P 的绝缘介质中 • 如题图 4.40 
所示.⑻对于沿 z 传播的波，导出介质中 [和 5的波动 
方程 .（ b ) 求波的传播速度 .（ c ) 在什么条件下，可以定义 
两导体的电压？ （注 要定义电压，导体上 z = 常数的平面 
上各点必须等电位，对另一导体有同样的要求 .） 

( a ) 均匀介质中麦克斯韦方程组为 

VxH - —— 


导体传输线截面 






题图 4.40 


dt 


dt 


▽ •5 = 0 


V •/? = ()， 


故有 


d^E 


a 


▽ X (▽ X 五 ）= - V xB - 一 ns — Y 


dt 


dt 


因为 
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Vx(VxE) = V(V^E)-V 2 E = -V 2 E 


故 


2 


d^E 


2 




= 0 


2 


dt 


同样 


a 2 


2 


V 


r 


dt 


(b) 显然，波的传播速度为 


V = 




(C) 要求的条件是 ；l»/， /为导体横截面的线度. 


第 5 章电磁波的辐射 


5.1 如何消除测量仪受各种因数的影响 


一 个测量仪在受到以下因素影响时，你将如何加以消除？ （ a ) 髙频电场. （ b ) 低 
频电场 . ⑹髙频磁场 .( d ) 低频磁场.⑻直流磁场. 

解 （ a ) 可用两层不同介质组成的球壳将测量仪器罩上，要求内层介质的介电常数大 
于外层介质的介电常数，这样电磁波在二层介质的界面上发生全反射，使髙频电场穿透深 
度很小 ■ 


( b ) 用良导体壳或金属网将仪器罩上，因低频电场穿透深度为 1 cm 左右.所以导体壳应 


略厚 一 ^些 


( C ) 用铁磁性材料将仪器罩上.如果条件允许，用超导体壳罩上则更佳. 

( d ) 用铁磁性材料如纯铁硒钢片罩上. 

( e ) 用铍膜合金将仪器包起来. 

其中 ( c )、（ d )、（ e ) 所用材料的厚度视磁场强弱而定，磁场越强，所需材料越厚. 


5.2 求一块有均匀交流电的薄片的面上每单位面积的辐射功率 


题 5.2 (a) 在一块载有均勻交流电的薄片的一面上，每单位面积辐射功率是多少? 

( b ) 以欧姆为单位，求一块方形载流片的等效辐射电阻. 

(c) 在单位长度上的面电流密度为 1000A 时，求由于辐射作 

用于一面的单位面积上的作用力. 

解 （ a ) 如题图5.2,在薄片中通过面电流，通过单位长 

度的电流密度为 a = 对远处而言，薄片可视为一个 

小偶极子，则单位面积上的偶极矩的变化率为 




因此从单位面积薄片上辐射的功率为 


P 


P = 


471^0 3c 2 I2ns 0 c 3 


由于厚度5很薄，辐射主要从上下底面发出，因此从薄片一面的单位面积上辐射的功率为 


P 


2 


24ns Q c 


( b ) 每单位面积上的等效辅射电阻为 
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P 


R , = 


6ne 0 c 


—a 


2 


P 


( c ); 是每单位时间从薄面的单位面积向空中辐射电磁波的能量，这个能量会对薄片反 


2 


过来产生压力作用，因电磁波的速度为 c ， 故每面单位面积上受到的压力为 


P 


2 一 


F = 


c 24ns 0 c 

代入已知数据，交流电频率/= 50 Hz，a =1000 A . 4 =8.85 xlO _ 12 F / m ， 得 

F «1.83 x 10~ 14 ( N ) 


5.3 已知某广播电台发射频率为 90 MHz 的电波，辐射功率为 100 kW ， 试求离 

电台 20 km 处的电场强度 


3已知 WGBH - FM 广播电台在频率为 90 MHz 时的辐射功率为 100 kW , 此电台的 
天线位于山上，相距 M . LT 20 km . 试粗略估计在 M . I . T 处的电场强度(以 V / m 为单 位). 

解辐射能流密度为 


N 




2 


辐射功率为 


4nR 2 I = 2k£ 0 cR 2 Eq 


P 




故得 M . I . T 处的电场为 


10 5 


P 


Eq = 


12 x 3x10 8 x(2x10 4 ) 


2ne 0 cR 2 

= ( U 2( V / m ) 


27cx8,85xl0~ 


5 . 4 试求在原点处的点电荷受一束平面偏振电磁波照射时产生的辐射电磁场 


一个振荡的电偶极子^⑴的辐射场为 




a 2 


Mo 


P t 


B ( r , 0 = 一 




Anrc dt 


E(r, t) - -ce r x B(r ， t) 


( a ) 在原点处的一个点电荷 g 被一束平面线偏振电磁波照射，已知波的频率为出，电场振幅 
为五 0 . 试写出辐射电磁场 .( b ) 指出空间 r 处五、 B 的方向.描述辐射场的偏振性质 • ( C ) 在球 
坐标下，写出辐射强度与角度的关系_假定 Z 轴是入射光的传播方向， X 轴为入射光的偏振 


方向 


( a ) 对低速振动电荷，忽略磁场的作用，由题 4.21 知，在电磁波照射下，电荷的 
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位移为 


qE 


0 


(O 


m 


故得电偶极矩为 


q 


0 


P(t) = qx = — 


e 


mwA 


2 


l(kr-a)t) 


P t —— 


代入本题所给辐射场公式可得 


m 


e i r x E 


忍 (r，？）= - 


Anmrc 


2 


Mq^I i(kr-a)t) 

4nmr 


e T x(e T xE 0 ) 


E{r,t) = 


_ W A i{kr-a>t) 

—- c 

4nmr 


[(五 0 •歧 r ) 砍 r 一五 0] 


( b ) £、 B 方向如题图 5.4 所示.显然电场、磁场矢量都是线偏振的. 

(c) E 0 = E 0 e x ，而 


e t xe x = cos 沒 cos </>e l - sin <^e e 


辐射光强即辐射平均能流密度，为 


S = —Re{^ 


Hi 


2 


醒 


5.4 


Re{—c(e r 


2外 


= 0 ,故得 


由题图 5.4 知， 


0 


m^ E l 

32n 2 cm 2 i 


(cos 2 0 cos 2 </> + sin 2 </>) 


S= — B 


2/ A ) 


5.5 极化率为 a ( ㈨ 的位于原点的重原子处于电磁场中，求它的辐射场以及单位 

立体角的辐射能量 


5.5 一个重原子，极化率为 a (的，处于电磁场 


fj 


\{kx-(ot) 


E = £ 0 e 

之中，原子位于坐标原点，求原子的辐射电磁场和单位立体角内的辐射能量.说明计算中 
所用到的近似，并论证当 to 增大时，这些近似将不再成立 • 

解把原子视为坐标原点的电偶极子，其电偶极矩为 


-imt 


P = e 0 aE = s 0 aE o c 


故原子发出的电偶极辐射场为 
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2 


aE Q 
4nc 3 r 
a £ 0 


i(kr-6)t) 


sinOe 






3 


2 


sin ee^-^eg 


E ( r , t )^ 


2 


4nc r 


单位立体角内的辐射能量等于辐射平均能流密度，即 


a 2 EQ(o 4 

32n 2 c 4 r 2 


dW 




2 




sin 2 9 e r 


o 


S 










d /2 


2 A ) 


设原子线度为 Z ， 则电偶极辐射近似的条件要求 " A «1，当仿增大时，义要减小，因 
此当出大到一定程度时，此近似就不成立了. 


5.6 讨论一个沿径向波动的带电球的辐射问题 


5.6 一个沿径向波动的带电球 .( a ) 它发出电磁辐射_ ( b ) 产生一个静磁场 .( c ) 使附近 

一个带电粒子运动. 

答案为 ( a ). 




5.7 已知％，4满足洛伦兹条件，证明变换后的 〆 ，1也满足洛伦兹条件 


5.7 若％ A 满足洛伦兹条件，证明 

<P f = 9 + YjJ a 


CO ： 




e 


2 


C 




A ; = A + 


c 


也满足洛伦兹 条件. 其中 《 是任意常数， 


c 


1 




( O ; 


^(kyr^jt) 




证明 


2 


2 


dt 


c 


c 


c 


0)j d 




!>▽.「 灸 

J 

2 jaOk ). k / k ^ + 2> 导 (-叫 ) e U 

； c 


i(kyr-a>jt) 




e 


: e 


2 


dt 


c 


2 


CD ： 




2 


Zv 


= 0 


e 


a 


2 


C 
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5.8 电荷分布 z 轴对称的系统的电四极矩随时间变化，估计能流密度的角 


分布 


5 . 8 设关于 z 轴对称分布的电荷形成的电四极矩随时间变化，试估计能流密度 S 的 


角分布 


轴对称电荷分布的电四极矩具有如下性质 

D xx =D yy ， 


Z 


D xx +D yy +D zz=° 


( 1 ) 


一— D 


D—=D 


2 


于是电四极矩表不成 


( 2 ) 


D = D(ii + Jj- 2 kk) 


而 


De r = D(ii + jj- 2 kk) 

= D{ii +jj- 2 kk)* (sin 9 cos </>i + sin 0 sin 勿 • + cos Ok) 
D(sin 0 cos </>i + sin 6 sin <^j -2 cos Ok) 


e 


( 3 ) 




故有 


(4) 


(D-e T )xe T oc sin 沒 cos 沒 


辐射场 


e 


(e r *D)xe r , \B d x sin^cos^ 


( 5 ) 


4 


24 ns 0 c 


平均能流 


S^-Rc{E"xH} = — 


2 


e T oc sin - 0 cos 2 0 


2 


( 6 ) 


_ 


D 


2/A) 


2 


频率相同的两个振动的电偶极矩，方向夹角为也，相差为求远处的 
辐射场 


5,9 


5 . 9 设有两个电偶极矩以相同的频率似振动，它们的相差为两个电偶极矩振幅 


2 


的大小都为 A) ， 方向夹角为也，若两振子间距离远比波长小， 


求辐射场 


解如题图 5 . 9 ，设两振子都在巧平面绕 z 轴旋转•两电偶 


极矩指数形式写成 


—i 如 


p 2 = ip 0 (cos^ 0 i + sin^/)e 一 1 ⑽ 
= sin 沒 cos (j>i + sin ^sin^j +cos^fc, 


( 1 ) 


k 


题图 5.9 


( 2 ) 


k 
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P x =-G> P v 


P 2 = P 2 


对应的辐射场为 


ikr 


(4) 




Pi 


Ane 0 c 


Ans 0 c 


r 


总辐射场(在球坐标系下) 


ft) /? 0 e 


{[sin (j> + i sin (於 一為 j )]e 0 + [cos 彡 + i cos (彡一我 ))cos 0]e^ }e 一⑽ 




4n£nC r 


E = c 


(5) 


当卢。 = 音时， 有 


一 i(6W 


^)e 

器 e-—+i 〜) e 


( 6 ) 


cos 


Au£qC 




E 


⑺ 




5.10 分析一个点电荷发出辐射的条件 


5.10 一 个电荷发出辐射的条 件是： （ a ) 不论以什么方式运动， ( b ) 被加速 .( c ) 被束缚 




在原子之中. 


答案为 ( b ) 


5.11 分析天线辐射角分布具有偶极辐射特征的条件 


题 5.11 —个天线辐射角分布具有偶极辐射特征的 条件： （ a ) 波长与天线相比很长. 
( b ) 波长与天线相比很短. ( c ) 天线具有适当的形状. 

解答案为 ( a ). 


5 .12 半径为 a 的电流随时间变化的小电流环在远处的辐射场和辐射角分布 


一个半径为的小圆环载有电流/ = i Q cos ⑽(题图 5.12), 此环位于叮平面上. 

时，给出系统的矢势，并计算辐射场及辐射 




( a ) 计算系统的第一级非零多极矩 .( b ) 对 
角的分布 .( c ) 描述辐射图形的主要特征 .( d ) 计算平均辐射的总功率. 


( a ) 对小圆环电流，第一级非零多极是它的磁偶极矩 


t Q cos cote 




( b ) 取圆环中心为原点，设空间点位置矢量为 r ( r ^#)， 当 


时，该点的矢势为 


ik 邮如 

4nr 


A(rj) = 


式中， 


e T , k =-, 取复数形式的磁偶极矩 
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90 


120 


150 


150 


( b ) 


题图 5.12 


2 


= Tld IqC 


e 


真实值理解为其实部，则得矢势公式为 


2 


sin 汐 


4 cr 


i(kr-a?t) 


A ( r y t ) = -i 


e 


e 


9 


其相应的辐射电磁场为 


h 2 


/ UqCO ~ i 0 asin 0 
~~ 4 c 2 r 


i{kr-6}t) 


V xA = iknxA ^ 


e 


e 




0 


4 cr 


sin 沒 


i(kr-6)t) 


E = c 


e 


e 


x 


9 


平均能流密度为 


c 


Re{(JJ xn ) xB ] 


S =- Rc[E 


x 




2 


wA 2 〆 

32 c 3 r 2 


c 


2 


2 


0 




sm 


/ 


2/ A ) 


设 P 为平均辐射功率，辐射角分布为 


4 4*2 






fl Jq • 

/sm 


2 


e 




dn 


32 c 


( c ) 辐射角按 sin 2 <9 规律分布，在 0 = 90° 的平面上辐射最强，沿磁偶极矩的轴线方向 
((9=0° 或 180°) 处，没有辐射，角分布如题图 4.12( b ) 所示. 

( d ) 平均辐射功率为 


32 c 3 


dP 


I 


2 n I sin OdO 


—d/2 = 


P 




dn 


o 


4 4*2 

a i Q 


12 c 
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5.13 馈电天线工作于; L/4 模式，求辐射功率角分布 


又 


又 


=模式，求辐射功率格局(即角 


3 如题图 5.13 所示，一馈电天线工作于 ^ 




a = 


4 


4 


分布) 




因为/ I ，故不能视为偶极辐射，必须先求 


P Z 




a 


C 


dz ’ 


(pin 


a 




~d 


P 夕 O 


e y 


辐射电缆 


dz f 


I z\t- 




a 


a 




Mo 


c 


A ( r ， f )= 


4n 


-a 


e x 


天线上电流形成端点为节点的驻波（因为半波天线）为 


6) 


n 


-io)t 


7(z,0 = ^0 s ^ n fe + _ 


题图 5.13 


e 


C 


2 


故 


71 


l^T XO}t sin kz + 




2 


a 




Mo 


6z f e 


A{x,y,z,t) = A z e z 

471 




-a 


-ia>t^ikr 0 


// o ^ o e 


a 




e 


sin Uz r + - e^ w dz f € 




z 


2 


47ir 0 

r^r 0 - z f cos 0 


-a 


故有 


i(kr 0 -o)t) 


〔号 cos S 


l 


Mo^o 


e 


A z {x,y,z,t) = 


cos 




2 


Ink 


e 


广 0 


sin 


在球坐标系下 


A = A z e z cos^ r - A, sin 9e e = A r e T + Age e 


VxA = — — (^)-—(4) 


e 


dG 


r 0 dr 0 


故有 


i(kr 0 -CDt) 




B = B^=~ 


2 


2 


2 71 


e 


r o 


sin 


则 


2 


-cosi9 


cos 




2 


c 


2 


S = 


sin 4 汐 r 0 2 好 


2/^b 


角分布 
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-COS <9 


COS 


dP 


MqIq 


2 


— = 5 


e 


dn 


siiT 汐 


5.14 求矩为 // 的电流元的平均辐射功率 


题 5.14 ( a ) 求矩为//的电流元的平均辐射功率.其中/是电流元的长度，它远小于辐 
射波长，/以 COS 奴的形式变化 .( b ) 见题图5.14,地面为 V 平 

面，并假设大地为理想导体，求平均辐射功率 .( c ) 求最大辐射 
功率的最优高度和相应引起的功率增加. 

解 （ a ) 该电流元可看成频率为 a 的电偶极子，它的复数 

形式电偶极矩 P = 而且因为/ =字，可知凡=丑， 

dt co 

因此平均辐射功率为 


I 2 IW 
4ns 0 3c 2 4ns 0 3c 2 


P 


尸 = 


( b ) 将地面视为理想导体， ft ? 不太大时，地面上感应电荷 
的场可用一个像偶极子，来代替(题图 5.14) ，注意，=/> . 这 
时远处的电磁场是两个偶极子场的相干叠加 

E 总 = E + E f ， 


题图 5.14 


= B + B f 


故时间平均能流 


)-— Re {£ 




总 


2 Mo 


M ) 


或写成 


S & = S+S f + ^-Rc{E*xB+E^xB} 


2 /iQ 


式中，5、 S ' 是 P 、 P 单独存在时在远处 M 点产生的能流密度，后两项为干涉项.场强用偶 
极公式 


( P ^ n ) 


( pxn ) 


E = 


E = 


4k£ 0 C 


4n£ 0 c 


计算.对 P 、 P 而言，因 M 点相当远，分母中的5、/* 2 可近似用 r 代替，因此它们的电磁场 


分别为 


P 0 6) 2 sin 0 

4n£ 0 c 2 r 

PqCO 1 sin 0 

-i 

AtiSqC r 

P 0 co 2 sin 0 

4ns 0 c 


i(kr x -0)t) 


E=- 




i(kr 2 -6)t) 


E f = - 


e e 


r 
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P 0 6) 2 sinO ^ 

Ans Q ^r 


-0t) 


e 


代入 s 总 


PqO ) 4 sin 2 0 

327i 2 f 0 c 3 r 2 


[2 + 2 cosA :( r 2 


S 


总 


由题图 5.14 近似有求辐射功率时应只对地面上半空间积分，因此平 


均辐射功率的计算为 


2 nr 2 sin ^ d ^ 


2 S 


P 


m 




总 


尸 0 v 

n 2 s 0 c 


2 


沒 [1 + cos (2 kh cos ^)] d ^ 


sm 


o 


i p 0 2 ^ 4 p 0 v 

27 if 0 3 c 3 2 ns Q c 3 

对第二项，令>9 = 2执 x = cos <9, 则 


/o 


sin 3 0 cos (2 kh cos 9) d 0 


J (1-Jc 2 )cos/9jcdbc 


sin 3 0 cos (2 fc/i cos 0) d 0 = 


2 


0 


111 


因此得到平均辐射功率为 


2 hco 


cs 


sill 


2i2 


1 0) 2 I 2 l 2 

■■ ■■睡 • ■ — 

2 n £ 0 3 c 3 4 ne 0 c h 2 


2 ho ) 


c 


P = 


— cos 


2 hco 


( C ) 求 E = 0 即能求到最优高度.在戸中的第一项与 /! 无关，这时近似有 


dh 


2 hm \ 2 ho ) 


2 ha > 


= 0 


_ 


sin 


cos 


c 


c 


c 


2 hco 


5.76 时将获得最优高度与最佳功率. 


用数值计算给出 


C 


5.15 长为 d 的线状天线中的电流为正弦全波振荡，求辐射功率角分布 


5.15 一长为 d 的线状细天线以下述方式被 激发: 在其内部正弦电流作如题图 5.15( a ) 
所示的全波振荡(其频率 © = ( a ) 精确计算每单位立体角所辐射的功率，并画出辐射 

角分布图形 .( b ) 把你的结果同多极展开所得结果进行比较. 

推迟势为 


R 




C 


A = ^[ 

4 tc J 


dV f 


R 


电磁波的辐射 


395 




P 


d 


2 


e y 


G 


O 


n 


n 


2 


d 


2nz 


~iwt 


J = IoS(x)S(y)sin 


e 


2 


d 


e x 


(b) 


(a) 




0 


冗 


n 


2 


(c) 


mm 


5.15 


sin ( fe ’) 


xn 


-ikz 


dz f 


e 


z 


R 


4n 


-in 


式中，及 = 

由于我们仅对1 / r 成正比的辐射场感兴趣，故以下计算中只需保留 1/ r 项而略去 1/ r 的 

高次项.于是 


A — M )， 


xn 


-i(r-kz r cos9) 


dz 9 


sm(kz f )o 


e 


Z 


4n 


—A/2 


(i) 


i{o)t-kr) 


一 Moh Ql 


xn 


sin ( fe r ) e te cos ^ dz r 


e 


z 


471 


-A/2 


( a ) 直接计算得 


A = sin (7 icos 沒) ^ t - kr ) 

2kn ^ 


Z 


2 


e 


sin 


故磁场为 


sin(Ticos^) 」(如一知 ) 

- - --- e 


= VxA = 


2 


2nr 


e 


sin 


电场为 


ic 


五一二 Vx 


=H x 


k 


所以，平均能流为 
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c/^/q [ sin ( Tccos ^) 

8^V 


Re{E^xB}= — 


( 2 ) 


S = 


2/ A ) 


2/ A ) 


e 


sin 


功率角分布 


2 


S dS c / io/o [" sin (7 icos 沒) 

sin 2 沒 


dP 


P = -— 


di 7 d /2 


P (沒)-沒图如题图 5.15( b ) 所示. 

( b ) 应用级数展开式 (1) 积分中的指数因子，这相当于式 (2) 按 cos 0 展开. 若仅保留第一 


项，则有 


C / JqIq f cos 沒 

8 sin 2 沒 


(3) 


p { e ) = 


的关系如题图 5.15( c ) 所示 • 

对比题图 5.15( b ) 和题图 5.15( c ) 可以看出仅当0 〜 7 t / 2时式 (3) 才接近准确式 (2) 


5.16 用理想导线连接的两金属球，对给定的电流密度分布求偶极近似下的平 

均辐射功率角分布 


5-16 在题图 5.16 ⑻中，一理想细导线连接两个金属小球，假设电荷密度为 

p ( x ， t ) = [ S ( z - a)-^(z + a )] S ( x)S ( y)Q cos o) 0 t 

电流通过细导线在两金属之间流动 . a 、0、叫均为常数 .( a ) 在偶极近似下，计算向单位立 
体角发射的平均功率 ^4. ( b ) 偶极近似在什么条件下有效？ （ c ) 精确计算 g • 


dn 


Q 


Q 




Q 


Q 


(b) 


(a) 


题图 5.16 


1 邱 


其真实值为真实部， 


( a ) 电偶极矩为尸= 2 Qacosa ) 0 te z ,或表示为/ " = 2 Qae 


* 


则 


2 


Q 2 a 2 (ol 

^n 2 e Q c 


e 


dP 


p 


sin 




— = SnR 


sin 


32% 2 £qC 


<m 


( b ) 偶极近似成立的条件是 r » ； L » _ 

( c ) 在连接两金属球的导线上通有电流 
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I 扣 


j(xJ)^ico Q QS(x)S(y)c- 




Z 


它产生的矢势为 


j ( x\n 


A(Xf ° =j ^i 


dV r 




式中， f = t -- ,r = x - x f , V 为电流分布的区域，故 


C 


⑽0 f 一— 


ia) 0 QS(x f )S(y)G 


A(x,t) = ^ 


6x f dy f dz f e 


Z 


4 ti 


v 




_iV 


一 io ) q Qc 


e 


dz r e 


z 


4n 




如令 7? = | x |， 有 r 2 =/? 2 — 2/^ ， cos 沒 + 〆 (题图 5,16( b )), 故 


式中，灸 0 = 


c 




io ) q Qg 


a 


A ( x ，0 = 


z 


4 ti 


R 2 + z t2 -2Rz f cosO 


-a 


这是精确解，为了解析求积分，需要假设 /?»A (但不需要假设; l » a )， 这个条件对一般天 


线是满足的.这时= 






2Rz f cos0 ^ R-z r cos0 


因此 




iMo<OoQ^ 

4 t ^ 

ige i(M 

2%SqcR 

0 e R - sin ^ A = A R e R + Age 0 , 且4、 4 与炉角 无关. 相应磁 场忍 = ▽><々， 

在只保留 1//2 项时， 有 B = 


厂 e - 咖 w) d，e 

J —a 


A ( xj ) - 


z 


-邮) 


sin(k 0 a cos 0) 

cos 沒 


e 


Z 


由 e 


-COS 


z 


0)t) 


sin(feacos^)sin^ 




- 


cos 沒 


R dR 


2ne^cR 


o 


故 


cOqQ 2 sin 2 (ka cos 0) sin 2 0 
Sn 2 e 0 cR 2 

6)qQ 2 sin 2 0 sin 2 (fca cos 沒） 
n 2 s 0 c 

若； L» fl 也满足 sin(kcos 的 《 kcos6> ， 上式就回到⑻中偶极近似的结果 


一 c 

S^—B 

^ . _ 


2 


e R 


e 


R — 


2 


6> 


2 外 


COS 


dP 


2 


— = *VW = 


2 


dn 


e 


cos 


5.17 两相同点电荷沿 z 轴振荡，求辐射电磁场 


17 两个相同的点电荷+4沿 z 轴振荡，其位置为 


_ 
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Zi = z 0 sm cot, 

= y t = 0 ， 


cot 


z 2 = -Zq S 

/ = 1，2 


在矢径 r 处观察辐射场 ( 题图 5 . 17 ) ， 辐射波长为 A ， 且 
|r|» 乂》 Zo. ⑻求电场五与磁场厌 (b ) 计算 r 方向上单位立体 

角中的辐射功率 . （ c) 辐射总功率为多大？与频率 a 的关系和 
电偶极辐射比较，结果如何？ 

(a) 因为卜 |»> 1 » 2 () ，故可用多极展开法求电磁场 _ 


由于自有场与 7 成比例，我们忽略不计，只求与；成比例的 

辐射场 • 在题图 5 . 17 中，电偶极矩 / » =( 执 + 呢 2 ) 心 = 0 . 电四 


题图 5.17 


极矩 


D = 6 ^sin 2 ty + « z 


令 


D — 6 qz^ cos 汐 sin 
= 6 qzo(o cosO sin 2 o)te 


D — n^D — e 


me 


此电荷系统在 r 处产生的矢势为 


ik ^ 


_ 

D 


A{r,t) = - 


lAwr 


辐射场为 


24 nr 
/JqO ) 3 qzl sin 0 cos 0 


6 qz^o> cos 0 sin 2 o)tn 


Bir^-iknxA^ 


sin leote 


4 nc r 


//qO) qz 0 sin^cos^ 

4 ncr 


ikr 


sin 2 o)te g 


E(r 9 t) = c 


(b ) 平均能流密度为 


R&Ex Re 


S = 


Mo 


_ ^co 6 q 2 z^ 


2 


2 


—sin 2 ( 2 ft)f) 


沒 cos 


sin 


I 6 n 2 c 3 r 2 


而 


i J sin 2 (2fi>0^ = 


sin 2 ( 2 o)t )= 


2 


故 


jLiQ^q 2 ^ sin 2 沒 cos 2 0 

32 n 2 c 3 r 2 




S = 


单位立体角的辐射功率为 


6 


q 2 zo 


Ocos 0 


dP 


sm 


M ) 


2 


= s 


r 


dn 


32 n c 
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⑹总辐射功率为 


dP 


I 


j sin 2 沒 cos 2 


q zp 

32ti 2 c 3 


d /2 = 


6dn 


P 




an 


60tcc 3 


即电四极辐射功率与频率的六次方成比例，而电偶极辐射功率与频率的四次方成正比例 


5,18相距2/的两点电荷绕与它们的连线垂直且通过其中心的轴旋转，求体 

系的电偶极矩、磁偶极矩以及电四极矩 


5.18 有两个电量为 e 的点电荷位于长2/的线段的两端，该线段以恒定角速度了绕 


2 


与线垂直且通过它中心的轴旋转，如题图5,18 所示.⑻求： （1) 电偶极矩.⑵磁偶极矩 

(3) 电四极矩.⑻该系统的辐射是什么类型？频率为多少？⑹若 
在离中心点 r ， 与转轴成沒角的方向上观察辐射，问90°、 

0°<0<90°时偏振如何？ 

解⑻⑴电偶极矩尸 =^ i + CT * 2 =0. 

(2) 磁偶极矩 


ISe = — \ nl 2 ) e 7 ^2 eo)l 


T 


题图 5.18 


其大小为一常量. 

(3) 两点电荷的位置矢量为 


6)t 


rj =_ r 2 - /cos 


2 


2 


故电四极矩为 


D = 3 e { r x r x + r 2 r 2 ) = 6 er x r 2 

_ 

= 3el 2 [(l + coso)t)e x e x +sino)t(e x e y +e y e x ) + (l-cosa)t)e 


( b ) 因为 P = 为常矢量，都不会产生辐射，因此辐射类型是电四极辐射，辐射频率 


为历 


( c ) 对远离电荷分布的空间点，其位置矢量为 r ( r ， 艮 炉 )， n =- ，此点的磁场为 




24ne 0 c 


式中 


D 






J D ^ e z D -0, 故忍= 0,即汐 = 0° 处不会观察到辐射 

落在 jqy 平面内， 


(1) 当 |9 = 0° 时， 

(2) 当沒 = 90° 时， 

3el 2 [n + cos(o?t - < p ) e x + sinicot - ^ p ) e y ] ,它的时间三次微商为 


e 


m 


因此 D = n*D ^ 


= cos <pe 
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D = 3elco [cos(cot - <p)e x - sin(cot - <p)e y ] 

Dxn = 3el 2 o)^ sin (如一 2g>)e 7 


代入 5 公式中，可知 5 沿 z 方向振动，即 


-Be 


所以磁场为线偏 振波. 相应电场为 


E =cBxn = cB(cos<pe y - sin<pe x ) 


有纪+句=1,所以电场为圆偏振的, 

(3) 当0。<6><90°时， 


sin 沒 cos (pe x + sin 0 sin (pe y + cos 0e z , 贝 I] 

D 二 3el 2 sin 沒 [cos <pe x + sin <pe y + cos(6)f — <p)e x + sin(£»f — <p)e y ] 
D = 3el 2 (o 3 sin 0[cos(wt - <p)e x - sin(cjr — <p)e y ] 


因此有 


= -3el 2 6) 3 sin ^[cos 0 sin(^ - tp)e x + cos 6cos(eot - q>)e y - sin 6 sm(cot - 2<p)e z ] 


Dx 


代入公式中可知 


^ B x e x +B y e y +B z e 


因此电磁场是非偏振的， 


5.19 已知半径随时间变化的均勻带电球壳，求能激发辐射的最低阶的电多 


极矩 


5.19 ( a ) 在下面随时间变化的电荷分布的辐射场中，所发射的最低阶电多极矩是什 
么？ （1) 半径 /? = /?() + & cos 伽的均匀带电 球壳； （2) 两个全同带电粒子在一个圆周的相对的 

两点上以相同速度绕圆心转动. 0>)具有一个正电荷与两个负电荷的圆环(题图 5.19( a )), 以 
频率仿 绕与圆环垂直且过中心的轴转动，求电四极辐射的频率. 

解 （ a )(1) 对均匀带电球壳，由球对称性，很容易知道 

P = Z ) = 0 




即均匀带电球壳电多极矩全为0 




Q 


120 ° 


-Q 


120 


-Q 


(a) 


题图 5.19 


(2) 设带电粒子转动的角速度为历，如题图 5.19( b ) 所示，取圆周平面为巧平面，两个 
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粒子的位置为 


/\ = R cos cote x + R sm cote 

( Rcoscote x + Rsmo ) te y ) 


y 


r 2 






故 


P = q{r x +/i) = 0 


电四极矩的分量为 


D u = 2 qR 2 (2 sin 2 mt - sin 2 cot ) 

D 22 - 2 qR 2 (2 sm 2 cot - cos 2 cot ) 


2 


—2 qR 

D l2 = D 2 \ - 3 qR 2 sin 2 a>t 

— D 


^23 ^ ^32 ~ 0 




13 


31 一 


故最低辐射是电四极辐射. 

( b ) 三个点电荷的位置是 

负=2， 


R cos o ) te x + R sin cote 


y 


2 


2 n 


+ /?sin o)t + 


兮 2 = 一 2, 


r 2 =/?cos of + 


e 


e 


X 


y 


4 tc 


471 


+ Rsin \ cot + 


Q 


r 3 = Rcos cot + 


e 


e 


《3 






y 


X 


为判断电四极辐射的频率，只需求此电荷系统的任一电四极矩分量即可，如 


2 


471 


3RQ 


+ sin 2 (ot + —— 


sin 2 eot + sin 2 a?t + 


12 一 


2 


因此电四极辐的频率是 


5.20 以频率 o 振荡的电偶极矩，置于理想导电平面上方且与该平面平行，求福 

射电磁场 


a 


5.20 一个电偶极子振幅为矸，以频率仿振荡.它与一无限大理想导体平面相距 7 T ， 

偶极矩的方向平行于该平面.对 r »； l 的区域，求辐射 

电磁场及其平均角分布. 

建立直角坐标系，如题图 5.20 所示.金属面 

对文>0空间的作用可以用一个像偶极子 代替. 像偶 

极子在〔-兰,0,0)处，偶极矩 




2 




p 


^2 


6 


P 


e x 


a 


a 


2 


F 


2 


2 


P=-F 

在 r 》； l 处，辐射电磁场为 


P 0 e 


e 


— 


z 


题图 5,20 


(^pxn+c^^xn) 


3 


4ns 0 c 
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式中 ， n = « r , r 1 . r 2 分别为尸、 F 至观察点的 距离. 因为 r »； L ， 故有 


a 


sin 0 cos 妒 


« r-c. —e^ = r 


r \ 




2 


2 


a 


a 


=r +—sin 沒 cos 炉 


h 


2 


2 


代入 U 的公式中，有 


^i(kr-a)t) 


1 


—kasxnOcos<p 


—— kasinOcosip 


2 


2 


)sin 0 e 9 


(e 




— e 


4 ns 0 c 


r 


IQ ) 1 Pj {kr ~ m) 


k 


o 


sin 9 cos <p e 9 


sin 沒 sin 


— CL 


2 


2 ne 0 c 


相应电场为 


E(r,t) = c 


x 




k 


o 


sin 0 sin — asin ^ cos ^ 


e 


2 


2 ns 0 c 


平均能流密度为 


co 4 Pq sin 2 6 

2 3~ 

^qC r 


k 


S ^ M |£| 2 


2 


—flsin 沒 cos 炉 


s 


n = 


2 


2 




辐射角分布为 


^H^sin 2 f^asin^cos^ 

Sti v ^ 


dP 


2 


= s 


m 


dO 


k 


k 


sin 夕 cos 供，近似有 
dP 6) 6 pQa 2 sin 4 0 cos 2 <p 

inn 

32 n 2 £ 0 c 5 


若 A 》 a ， 贝 llsin — asm 沒 cos 炉 


® _ Q 


2 


2 


d /2 


以频率历振荡的电偶极矩，置于理想导电平面上方且与该平面垂直，求辖 

射电磁场 


5.21 


5.21 —个偶极矩为户的小电偶极子，放在一无限理 

_ 

想导体面上方4处,如题图5. 21 所示.它以频率 v 振荡，义是 

对应 v 的波长.电偶极子指向 + Z 方向，即其垂 直于叮 平面. 
若偶极子的线度远小于义，求处的电磁场、能通量的表 

达式.已知对原点矢量/•的单位矢量记为 》• 

在2 = -|处有像偶极子，其偶极矩 

p f = p =i Pc 1 

对 a * 》 A 的观察点 M ， 位置矢量 r { r ，9，( p\p 、 P f 至 M 点距离 
为 q 、 r 2 ，则因，有 




e z 


n 


p 


r 2 


A 


2 


0 


O 


A 


icot 


= 2kv 


z 


2 




5.21 
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X 


k » r - cos 沒 


2 


X 


r 2 ^ r+ —cos^ 


2 


仿题5.20,并注意 U = 2 ti ， 得 

B(r,t) = 


ikr 2 


( c^p 


px ») 


xu + e 


3 


AkSqC r 

i(p 2 

27T£q^ 


sin^sin(7icos^)c^ 


3 


E(rj) = c 


x 


i 历 2 Pe 收 - ⑽) 

2 兀石 qC 


sin^sin(7ccos^^ 


2 


平均能流密度为 


尸 2 sin 2 6 

2 f 0 c 3 


£qC 


I 五 | 2 #i = 


2 


sin (7ccos 汐 )u ， co^lnv 


S 


2 


5.22 求频率相同、相差为71/2、夹角为％的两电偶极振子的平均辐射功率角 


分布 


5.22 对于两个具有相同 频率⑵ 的电偶极振子，.有|的相角差，两个偶极子的振幅 

为巧，但矢量彼此成妁角(使朽沿 x 轴，朽在 玎平面 里)，如题图 5.22 所示. X 4 在原点的 
振子 P ， 它在辐射范围里的磁场由下式给出 


U 




Her 


-e 


X — 


3 


4ne 0 c 


求： （ a ) 平均角分布 .( b ) 在辑射区域里，总的平均辐射强度 


o 


由题意 


Pi 


e y 


P2 


de 一 


% 


e x 




2 


Pi = P Q (cosif/ Q e x + smy/ 0 e y )c 


题图 5,22 


整个系统电偶极矩/ a +朽，代入公式 


ikr 


/IX — 


— e 


3 


4ns 0 c 


2 


l(kr-a>t) 


—{[sin <p + i sin (炉 一 )]e 0 + [cos (p + i cos ( 炉 一 )] cos Oe^ }e l 


4k£ q c 3 


r 


平均角分布为 


dl 


c 


2 2 


df2 IfjQ 
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A 2 

32 n 2 £ Q c 


{2 — sin 2 ^[ cos 2 <p + cos 2 (<p 一 Y 0 )]} 


总的平均辐射强度 


dl 


I 


Po 


-— dn ^ 




dn 




求由 iV 个极化率为 cr 的原子组成的原子链在平面偏振光照射下激发福 
射的角分布 


5.23 


题 5.23 W 个极化率为 a 的原子沿 jc 轴放置，如题图 5.23( a ) 所示. 相邻原子间距离为 a ， 

体系被沿 + Jc 方向传播的平面偏振光照射，偏振光电矢量沿 z 轴的方向 

).( a ) 计算在远离原子处 (r » 乂 ， r »他)的探测器所测得的辐射角分布， 




i(kx- 6 )t) 


五 = (0,0，£ 0 e 

把结果表示成沒与多的函数 .( b ) 计算在; yz 平面内的辐射功率，并画出此功率等于0的条件 • 
( C ) 计算在平面上，辑射功率对炉的 一 般关系式，并就的情形作图 • 


(a 


(c) 


mm 


523 


( a ) 第 m 个原子的位置为 


=(刪，0,0) 


在平面波照射下，它的偶极矩为 


P m = ae 0 E(x m J) = aeQEQe 1 ^^ e z 


在 W 个原子产生的福射场为 




(pxii )， 


=0 4 沉 0 C 


sin 沒 cos 炉，代入上式有 


由题图 5 . 23 ⑻知， jr - x m 


u 
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2 aE Q sin 0 c i(kr 

4 n £ Q c 3 r 


-o>t) N-l 


z 


ifana (1-cos cos ^) 


B(r y t) = - 




e 


m=0 


Nx 


2 


2 sin 


2 


I 


iNz 


N-l 


1 -e 


2 


利用公式 E e j 


，可求得辐射的平均能流密度是 


IZ 


1 -e 


2^ 


m=0 


sin 




2 


2 


— Nka(l - sin 0 cos 


s 


a) A a 2 El 


2 


9 


2 


sin 


c 


2 


s = 


32 n 2 £ Q c 3 r 2 


2 外 


2 


—/ ca(l — sin 沒 cos 彡) 


s 


fill 


2 


故角分布为 


2 


— Ma(l - sin 沒 cos 沴) 


sin 


Q ) 4 a 2 EQ sin 2 6 


dP 


2 


32 n 2 s 0 c 3 r 2 


dn 


2 


— fea ( l - sin ^ cos ^) 


sin 


2 


( b ) 在; yz 平面内， q > = 90\ cos(p = 0 , 辐射角分布为 


2 


~Nka 


sin 


dP 


2 


2 


e 


- ocsm 


dO 


2 


ka 


sin 


2 


角分布的图形如题图 5_23( b ) 所示 


dP 


— Nka \ = 0, 


— = 0 


sin 


dn 


2 


在只平面上辐射功率为 0 的条件为 


= 0，1，2, 


= M7C, 


2 


( c ) 在巧平面内沒 = 90°， sin 6> = l ， 角分布为 


[去 Nka (\- cos 彡)] sin 2 ^Nka sin 2 ^ j 


2 


si 




dP 


oc 


♦ 


dn 


2 


2 


2 


— kci(X 一 cos 分) 


sin ka si 


m 


s 


ini 


2 


2 


当由公式 


2 


sin fee 
k 2 x 2 


nS ( x )- lim 


jt-^CO 


可知 


sin 2 ( Nkx ) _ N 2 sin 2 ( Nkx )/ N z k 2 x 2 k^oo nN 2 S ( Nx ) 
sin 2 ( kx ) sin 2 ( kx )/ k 2 x 2 

因此辐射角分布为一常数，因此角分布的图形为叮平面上的圆，如题图 5.23( c ) 所示 


=N 


nS ( x ) 
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5.24 —个复杂的电荷分布体系以角速度％绕以固定轴做刚性旋转，估计各种 

频率辐射功率相对大小 


5.24 有一个复杂的电荷分布体系以角速度％绕一固定轴刚性地转动.离轴最远的 

距离为 A 运动是非相对论性的.即 r% « c (题图 5.24). (a ) 在处的观 

察者将看到哪些电磁辐射频率？ （b) 给出各频率辐射功率的相对大小的数 

量级估计(对观测角度及时间求平均). 

解由题图5.24, d 是体系距转动轴最远处，在这里，因此 

电荷体系的辐射可用多极辐射近似处理. 

设 S(u， Z ) 是观察系， r(x\y\z r ) 是固定在体系上的坐标系，则体系任 

_ 意 一 点的矢径 


^ = xe x + ye x + ze 


( 1 ) 


d 


ze 


y 


y 


假定转动轴为公共的 z 轴，且在 （=o 时， /轴与 x 轴重合， y 轴与： y 轴重 


题图 5.24 


合.显见，两坐标系的关系是 


x f cos co 0 t - y r sin co t 
x f sin co 0 t + y f cos a) 0 t 


X ~ 


( 2 ) 






z = z 


现在求 2： 系中，电四极矩 /)(0 和电偶极矩户⑺ 

p(0 = J* = jp(xe x 

= j p[(x f 


ye y +ze z )dV 


+ 


cos co 0 t - y f sinco 0 t)e x + (x f sino) 0 t + ycoseo Q t)e y + z f e z ]dV 


(3) 


t + Py cos co 0 t]e y + P^e z 


= [P^ cos o) 0 t - Py sin co 0 t] + [P^ 


sine ; 


o 


z 分量.由式⑶可见， p ⑺是 


式中，6、5和6是在 t 系中体系静止电偶极矩的 
以频率 叫变化 的单色振动，故由多极矩辐射理论可知，体系的电偶极辐射为频率®0的单 


X 


y 




色辐射. 


由于体系做匀角速叫的转动，只产生稳定电流分布，故体系的磁偶极矩》|=常矢量， 
与时间无关，因而不产生磁偶极辐射(这一辐射场 x %⑺) • 


对电四极矩⑺，它的分量公式是 

J [^^Xj — (x^ + X2 + )S t j]pdV ， 


i，y = 1， 2,3，Xj = x^X 2 = = z 




例如 


J pxydV 

3J p(x f cos Q) 0 t-y 

3/ 厂[去(文’ 2 - y ’ 2 ) 加2历0, + x ， y f cos dV r 

L 

: 3J pjcydv ， 得 


= 3 


D n - D lx 


f sin co Q t)(x r sin a> 0 t + y r cos a) 0 t)dV 9 


在 f 系中， 
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Oyy = J" 一 - xf 一 2x^2 + xf + x^2 )dV 


^11 - ^22 ^ ^xx 


j pi x \ 

w 一^ k 


= 3 


)dV 


一 x 


sin 2<y 0 f + D[ 2 cos 2o) t0 


(4) 


2 


同理，有 


Z ) 13 = £> 31 = 3J pxydV - 3J p(x r cosa? 0 t 

=D ( 3 cos a? Q t — £)23 sin o) Q t 

类似可求出 D(0 的其他分量 _ 由式⑷与式⑶可知，电四极矩/>(0为频率峋、2岣的两种单 


- y f sin a) 0 t)z f dV 


(5) 


色振动的混合. 

联合式 (3) 〜式(5)，体系的电磁辐射的频率为岣(主要是电偶极辐射)和2叫（电四极 


辐射) 


由多极辐射基本理论可知，电四极辖射场的大小约是电偶极辐射场的倍，故频率 


G>1 


为2%的辐射功率仅为频 率为％ 的辐射功率的一^/倍.由，可知电四极辐射要弱 


得多 


5.25 磁化强度为 M 0 、 半径为的均匀永磁球体以角速度出绕过球心且与 M 0 

垂直的轴旋转，求辐射场 


题 5.25 半径为均匀永磁体，磁化强度为 M 0 , 球以恒定角速度 fi? 绕过球心且垂直 

于 Mo 的轴旋转，设/^ « c ，求辐射场和能流. 

解 设 Mo 在町平面内绕 z 轴旋转，该转动可分解为沿^及：V轴的两个线振动，于是， 


磁矩可写成 


471 


R 3 M 0 (e x +ie y )e- lo}t 


( 1 ) 


3 


采用球坐标系，有 


e x + ie y = (sin 6e r + cos 6e e + ie^ )e^ 


( 2 ) 


，于是辐射场为 


又由 


= — 0 ) 


/i Q o) 2 R 3 M 


"o e 


i(Jkr 一⑽ + 彡) 


(3) 


(ie 0 - cos 9e^)c 


) 


3cr 


4ncr 


^ ofi ? 2 fg 3 M 

3c 2 r 


= A) e 

4nc 2 r 


i(kr-cot+^) 


0 


(4) 


(cos 0e 9 + ie^ )e 


(m xc r )xe r = 


平均能流为 


々 6 笋 (1+ 南 

18c 3 /* 2 


(5) 


S= 二 Re{£ 


2 


平均功率 



电磁学与电动力学 


408 




( 6 ) 


Se.rdn- 


p = 


6nc 


5.26 将点电荷产生的库仑势与电场强度展成平面波 


5.26 将点电荷产生的库仑势炉和场强 E 展开成平面波 
泊松方程 


▽V = -!d(r) 


( 1 ) 




9 的空间傅里叶展开 




(p = I ^ 


( 2 ) 


故有 


VV = -^ 2 I ( p k ^ r dk = -- S ( r ) 


(3) 




所以 




Q 


S(rW hr dk 

j ㈣ 決 


= 


(2ti) 3 ^ e 0 k 




r dk 


( 2n) 2 £ 0 k 


q 


(4) 


( 2n) 3 € 0 k 


由£ = -▽炉，得到五^ -汝 外，故有 


q 


(5) 


k 


E k =—i 


(2n) 3 e 0 k 


5.27 求平面电磁波照射到半径为 a 的绝缘介质球上时，该极化介质球激发的 

辐射场 


27线偏振平面电磁波五= E o e { kr -° , t ) 照射到半径为 tz 的绝缘介质球上，介质球在 

场中发生极化，由于电场随时间变化，介质球的极化 强度/ *也将随时间变化•设冰《1， 
求介质球的辐射场. 

解由条件 fl fc « l 知，介质球的各处所感受到的场强是近似空间均匀的.所以介质球 
相当于处于时变均勻场五=中. 

由分离变量法，容易求得介质球的极化偶极矩 

P = 4n€ t 


£- 


£ 0 


a 3 E 0 ^ 1 


( 1 ) 


e + 2 s 0 


随时间变化的偶极矩将产生电偶极辐射.设五0沿 z 方向，由电偶极辐射公式得 
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e-s Q to a 

£ + 2 s q c 3 r 

s-s 0 co 2 a 

£ + 2^q c^r 


i(kr-(Ot) 


sin Oe^ 


( 2 ) 


o 


£〆 ( 卜 ⑽ sin % 


(3) 


E =— 


5.28 证明由比荷相同的带电粒子组成的孤立系不存在电偶极和磁偶极辐射 


5.28 证 明：⑻ 由比荷相同的带电粒子组成的孤立系不存在磁偶极辐射 •（ b ) 由比 

荷相同的带电粒子组成的孤立系不存在电偶极辐射. 

证明 （ a ) 体系的总磁矩 




1 (Jf 


狀 


r t x rn^i 


xv i = 


2 勺 


-兔 ：常数 


Yj r i ^ m i v i 


= -aL 9 


=—a 

2 勹 

式中， L 为体系的总动量矩.在本题的条件下，体系的总动量矩守恒，故有兩=0,所以， 

该系统无磁偶极辐射. 

( b ) 体系的总电偶极矩为 


2 


p = Yj — ^ = a Yj 


二常数 


( 1 ) 


i r i ’ 


m 


mi 


体系的质心矢径为 


E 


i r i 


m 


M = Yj m i 为体系的总质量 


( 2 ) 


M 


这时，体系的总电偶极矩可表示成 


Z 


(3) 


aMR , 


i r i 


m 




对孤立系，无外力作用，质心做匀速直线运动，故有《 = 0,所以多= 0,因而体系无 

电偶极辐射. 


5.29 —点电荷以频率历绕半径为 a 的圆做圆周运动，求它的辐射场 


5.29 —个电荷为 g 的带电粒子绕半径为 a 的圆做圆周运动，角频率 为仿， 且满足 

. 求⑻辐射场 . 0>)平均辐射功率 • ⑹偏振特性. 

由条件 




coa 


，得这表示只考虑偶极辐射即可.设粒子做回旋运动的平 
面为 a 平面.运动带电粒子的电偶极矩可表示成 


《C 


P = qa(t) = <]o(e x +ie y )c 

qa(sin0e r + cos 0e e + ie^ )e l( ^ _6>0 


( 1 ) 




P ，于是辐射场为 


M p = 


- 6 ) 
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E = 


( pxn ) 


4ns 0 c 

/iQqao) 2 e lkr 

— u 一 … 

4nr 


i(kr-a?t^) 


(cos 0 e e + ie^)c 


( 2 ) 


( pxn ) 


4ne 0 c 3 r 

__ fi^qaco 2 ^ 

4ncr 


(-i~ + cos 你 y e 收 


(3) 


辐射平均能流 


綠 (1+ 南 


c 


2 


(4) 


S 








2 M ) 


平均辐射功率 


4 


m a 


2 


(5) 


P = cbS w d/2 = 


6nc 


，这时有 


由偏振特性，由于 fiocnxfl ( r ) ，当逆着 z 轴方向看时， 


( 6 ) 


a(cos mte x + sin o)te y ) = a (cos o>te y - sin mte x ) 


这表示它是左旋圆偏振波. 

当逆着 x 轴方向看时， 


，这时有 


= e 


(7) 


oc x a(cos cote x + sin o)te y ) = a sm cote 


故这时及在 z 方向作线偏振，而五在; c 方向作线偏振. 
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6.1 两相距 d 的电荷密度分别为 O ", - CT 的非导电平行板，以相同速度运动，求 

两板间的电磁场 


1两个非导电的大的平行板，彼此相距为纥如题图 6.1 那样放置.它们一起以 
速度 V ( v 与 C 相比，不是非常小)沿 X 轴运动.在板 

为静止的参考系中，上下板分别有均勻电荷密度 
+ CT 和 -<7 . 求在二板之间电场与磁场的大小与方 


N 


向(忽略边缘效应) 


取平板静止系 sXO f xYz f ) ,电磁场为 f 


JC 


、实验室系4以尺)(题图 6.1). 电磁场五、及电 


磁场在 t /系间的关系为 


题图 6.1 




X 


X 


V 


E ： 


B ’y_ 


El + vB ： 


2 


z 


C 


y 


z 


B 


E 


y 


y 


2 


2 


V 


V 




1-^r 


2 


2 


C 


c 


V 


皮+飞£; 


K 一 


z 


C 


B = 


E -= 


z 


z 


2 


2 


V 


V 






2 


2 


C 


C 


而在/ 系中，有 


cr 


E [= 


E f x = E f y - 0, 


^x = ^y = ^z~ 0 , 


z 


£ q 


于是 


e x = b z :q 


2 


crv / s Q c 


E =0, B 


y 


y 


2 


V 


1-^r 


2 


C 


- cr / f 0 


5 . = 0 


E -= 


z 


z 


2 


V 


1-^r 


2 


C 


2 


crv / e Q c 


cr / f 0 


方向， 


，方向指向 Z 轴负向，磁场大小为 


即在实验室系中，电场大小 


指向7轴正向. 
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6.2 证明 （1 / c 2 )£ 2 - B 2 和£ • B 为洛伦兹不变量 


2证明在洛伦兹变换下，1^ 2 -炉与£4为不变量_ 
把电磁场按坐标系之间的速度方向分解成平行与垂直两部分， 

E = E L + E f/ , 

则在洛伦兹变换下 ’五、 B 的变化规律为 

五卜五," 


if 


xE 




■ 4 * 

• = E ir B /(+r 2 

L 


(vxfi 丄 ） . （ vx£ 丄 ) 


E f 






丄 


v^E 


E /r B /f +r 2 五丄 




r = 


l - v"/c 


容易验证 


(E 2 1 + v 2 B 2 J 9 B^=r 2 (Bl+^El) 


E 


=y 


故有 


c 


;E r 丄一 B 


—— ™ E 


故五 . B 和+五 2 - B 2 均为洛伦兹不变量. 


0 和 £ 2 = c 2 fi 2 在一坐标系成立，则在任何洛伦兹坐标系都 


6.3 证明若£ 


成立 


题 6 J ( a ) 已知经典电磁波的电场与磁场间满足如下关系 

E_B = 0 ， 

证明：如果这些关系在一个洛伦兹坐标系中成立，则也在所有坐标系中成立 *( b ) 如果 K 是 
波的传播方向上的三维矢量，那么根据经典电磁理论有试用其等效公式 

0的洛伦兹不变性来证明上述公式在洛伦兹变换下是不变的. /是 在波的传播方 

向的四维单位矢量，是电磁场张量 .⑻与 ( b ) 表明在一个坐标系中的光波，在任何别的坐 


= c 2 B 
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标系中仍为光波 .( c ) 在某个坐标系中，电磁波具有形式 

E x ^CB y =f(ct-z) 

这里 lim /( z ) — 0. 讨论场量在一个沿 z 方向相对原来坐标系以速度 v 运动的坐标系中将 


如何变换？给出两个坐标系中能量密度与动量密度的表达式，并证明在两坐标系间，总的 
能量一动量像一个四维矢量变换(假定 波在叮 平面上的范围大而有限，因此总能量动量是 

有限的). 


解⑻略. 

( b ) 电磁场张量为 


5 3 一一 五 1 


0 


E 


0 








F 


b 2 0 - 一 e 3 

» _ • 

-E, -E 2 -E 3 

c c c 

波的四维单位波矢量对沪〜=0,当 v = l ，2,3 时可得到 

H c ) 

五1 = 7 (万2灸3 —万 3众2 ) 

k 

五2 = ~~ A 灸 3) 

k 

UB x k 2 - B 2 k x ) 


0 


k 


合写成为 


( 1 ) 


E=-(BxK) 


k 


当 v = 4 时可得 


( 2 ) 


KE =0 

由为一四维协变矢量方程，它的形式在所有惯性系中均相同，故式(1)、 （2) 在所 

有惯性系中都成立 • 

由式 (1) 得 


E 2 =^ Y (BxK) (BxK) 


k 


= c 2 B 2 c 2 (BK ) 2 


而由⑻ £ 2 = c 2 fi 2 , 在所有系中都成立，故得 

K B = 0 


(3) 


也在所有坐标系中成立. 

( c ) 在* s 系中 
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E x =f{ct-z\ 


=0 


y 


z 


B z =0, 


B=-f{ct-z\ 


反 = 0 


z 


c 


/系相对 S 系沿 z 轴以速度 V 运动，则有 


E f z =E x =0, E ； ^r(E y +vB z ) = 0 


V 


K=r(E z - 


)= 7 1 —— \f(ct-z) 


V 


y 


c 


V 


€ = K =r B z + ~j E 


=o 




C 


f(ct-z) 


y 


能量密度 


2 


B 


w ~~ 五 2 + - =£ 0 f 2 (ct-z) 


2 


Mo 


2 


a 


B 


v 


2 


2 


f\ct-z) 


^ = - s 0 E f 


1 


+ 




2 


M ) 


c 


注意 


V 


z, = y{z~ v0, 


f = y t- 


z 


2 


C 


所以有 


V 


ct-z-y 1 —— (ct r -z f ) 


c 


于是 


2 


w f =£ 0 r 2 \ 1-- f 2 r\ i-- \{ct f -z f ) 


C 


C 


动量密度 


g = £qE 


= s qE X B y e 


X 




g z =—/ 2 (c/-z) 


g Z ^gy=0. 


c 


2 




V 


V 


2 


1 —— （ c〆 一 〆) 


s f z = g 


f — o , 


8 


r 


r 


: V 


z 


C 


C 


c 


总能量-动量为 


wdV = € 0 I f 2 (ct- z)dV 




V 


V 




j > 2 ㈣ v 




G z =G y =0, G z 








c 


c 


2 


^0 


V 


f 2 y 1» — • (ct r - z f ) dV f 


WdV $ = 




r i_- 


2 


v 


v 


c 


c 
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由 dr 二，对 〆 做变量代换 


v 


ct n -z n = Y 1 —— (ct r 一 z r ) 


C 


则有 


(l-^]j v J 2 (cf~z n )dV 


w f =£ 0 r 


当然沿 Z 方向体积应有一洛伦兹收缩，但由于 Z ->± o >， 有 〆 (或幻 4 ± 00 ,因此积分体积 
7与\^可认为相同.这时有 


V 


w f ^r 1 —- ^ 


(4) 


c 


同理可得 


2 


G : 二渔 


V 


V 


2 


2 


(ct f -z r )\dv f 


1 


1 


r 


r 






c 


c 


c 


_^0 


V 


f 2 {ct n -z n )dv 


y 1 —— 


v 


c 


c 


W f 


V 


Gl = 


=r 1 -- g 


(5) 


c 


c 


式 (4)、 式 (5) 可进一步写为 


v 


G z = y G z~ 


w 


2 


C 


G ’x =G z =0 i 

o ： = G Z =0 Z 

r(w - vG y ) 








w 


这正是一个四维矢量 GJ — 的洛伦兹变换公式，因此本题的场的总能量动量像一个四维 


c 


矢量在变换 


6.4 在静止系、半径为 / b 的理想直导线中有以相对论速度运动的电子流产生的 

恒定电流，电荷密度为零，求在运动系中所观察到的电磁场 


6.4 由固定观察者 A 看，半径为 ro 的无限长理想导电的直导线载有恒定电 流“电 
荷密度为0,电流是由以高速(相对论速度) C 7 运动的均勻密度的电子流产生的.另一观察者 
B 以高速(相对论速度) v 平行于导线运动. 问：由 B 看来⑻ 电磁场多大？ （ b ) 该场表明导线 
中的电荷密度是多少？ （ c ) 电子流和离子流以多大速度运动？ （ d ) 你如何解释 B 观察到了 

电荷密度而 A 却观察不到？ 

解⑻设 A 所在参考系为 S 系， B 所在参考系为 f 系.在 S 系中坐标的选择如题图 

，故电场£ = 0, 磁场 B 为 


6.4. 因在5：系中 ， p = 0 J = 


— -e 


2 
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27tr 0 2 


r<r 0 


B{r )= 


(1) 




r>r 0 


2nr 


因 ^ G 〜组成正交系， f 系沿 z 轴相对 S 系以 v 运动， 
故由电磁场的洛伦兹变换得 f 系中观察到的电磁场为 


题图6,4 


2 %rl 


r<r o 


E r = —yvBe 


( 2 ) 


蘭 v 


r > r 0 


2nr 


，且 r 、 ％在5：、 r 系中长度相等. 


式中，尸= 


l-v"/c 


/ W 匕 

w c 

l 2nr 9 ^ 


r < r o 


(3) 


= 7 


r>r 0 


( b ) 设在系中观察到导线的电荷密度为 〆 ，由 〆 产生的电场应为 


P f r 


(4) 




r<r 0 


1 r -〜， 


2 c 0 


式 (2) 与式⑷对照，即得 


viy 


(5) 


〆 = _ 


喊 2 


式中已用了 ^0= —* 

C 

( C ) 在5：系中，电子流速度 V 。==： -«7 e z ，离子流速度 '=0, 由洛伦兹速度变换公式，在 
系中它们的速度为 


v + U 


( 6 ) 


v ： = -ve 


1 + V S " 


( d ) 在2系中观察，正离子的正电荷与电子的负电荷相中和，即它们的电荷密度为 


(7) 


P 产一 


但因正离子在 S 系中静止，它不形成电流， 


⑻ 


乂 =0 


由电流密度四维矢量的洛伦兹变换，在 S ' 系中所观察到的电子与离子电荷密度分别为 




viy 


(9) 


7ir 0 2 C7 %TqC 
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tr 


( 10 ) 


nr^U 


显然 〆 + 4 # 0，且两者之和刚好等于 B 所观察到的电荷密度 〆 _ 


6.5 求在半径为&、电荷密度为 a 的电子束柱中离轴心处电子所受的 


斥力 


6.5 ( a ) 一 电子束圆柱，半径为 a ， 均匀电荷密度为 A ). 求距轴心处的电子所 
受到的斥力 .( b ) 在实验室系的一观察者看到一束截面是圆且具有电荷密度/?、以速度 v 运 

动的电子.他将看到距束的轴心 r 处的一个电子受多大的力？ （ c ) 如果 v 接近光速，对随束 
一块运动的观察者来讲，与 ( b ) 中的力比较，并讨论之 .( d ) 如 n = 2 xl 0 

光速)，怎样的横向磁场梯度才能使束保持其大小而不扩散？ 

解 （ a ) 以束的对称轴为 z 轴，建立柱坐标系.由高斯定理及轴对称性易求得离轴心 


m 


10 _ —3 


且 v = 0.99 c ( c = 


cm 


处的场 E 为 




E ( r ) = 


2左0 


电子受力 




6， A ><0 为斥力 

( b ) 依题意，在实验室系2：中，束流的电荷密度为/?，由于洛伦兹纵向收缩效应，知 


F = 一 eE =— 


2 f 0 


Pr f 


= 在 


在 r 系中，心 


在束流的静系 r 中，电荷密度为 p/r r = 


攀 




l - v 2 / 


实验室系 s 中， 


，所以 

£丄= y { E f 一 v x 5)丄= yE \ 


v = ve 


E u = Et’ii = 0 


: ,=0 


xE \ 


B+^rxE r 


=Y 


// 


故电子受力为 


xE f 


yE f -evx \ y 


fB 


F = -eE 一 ev x 


e 


- eyE r + ey -^ rE r 

▲ m 




由于横向无洛伦兹收缩，所以 

F =- 


eE ， 


epr 

2^ 0 r 


r 


( c ) 在 r 系中 


epr 

2 e 0 , 


F f = - eE f = - 


y <\ 


这比 ( b ) 中的结果大一些_实际上，在静系中，粒子只受到电场力；而在实验室系中，粒子 
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感受到的电场力虽然大了，但它同时还受到磁力作用，且电力与磁力反向，总的效果还是 

实验室系中粒子受力小些. 

( d ) 由 ( b ) 知，在实验室系中，电子受力为 

F = — 


epr 

2 ^ 0 r 


设需要的磁场为 Bo , 则应有 


+ 尸 = 0 


—ev x 


0 


即 


epr 

2 ^ 0 r 


= 0 


evx 


pr 


P r 


e e , 其大小为馬- 


，所以 


故 


2 f 0 ， 

dB 0 

dr ls 0 r 2 / 2 v l€ 0 r 2 y 2 v 

，v = 0_99 c，Q = 8.84 xl ( T 12 C / Vm . 故 


2 ^r 


p 


ne 


现已知 《 = 2 xl 0 10 xlO 


2x10 16 xL6x10 


-19 


仙 0 一 


dr 


-12 


x 0.99 x 3 xl 0 


2 x 8.84 x 10 


1 一 0.99 


= a 0121( T / m ) 


6.6 一无限长，单位长均匀分布电量为 g 的离子束，求离束中心 r 处离子 

所受的力 


.6 一无限长，有均匀圆截面的离子束，单位长度上均匀分布有电量1计算作用 
在位于半径 r 处的一束离子上的力.假定束的半径为及，大于 r ， 离子速度均为 v . 

解以轴心为 z 轴， + z 指向束的流向，建立柱坐标系.在实验室系中，束的线电荷密 

度为 t 在束的静系中，线电荷密度为 / = r = 




，在该参照系中，电磁场 




E 




E = 


r<R 


hzSrxR 


f = 0 


在实验室系中，电磁场五、可由相对论变换求得，为 

E=yE r = 


r rq f 


rq 


2nSnR 


2n£nR 


rq’ 


rq 


=Y 


e 


e 一 


IuSqcR 2 


2ks q R 2 


c 


故在实验室系中，离轴心 r </? 处的电荷受力为 
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F =QE + Qvx 


q r 


<F 


: Q 


-Q- 


2ne 0 R 


2ns 0 R 


Qqr 


2nenR 


Qqr 


， 2 为离子束组元的带电量 


， 则沢= 


如果 


《 


e 


2n£nR 


6.7 求一单位长度带电荷为分//的以速度 v 运动的柱状带电粒子束周围空间的 

电场和磁场 


7 一个以速度 v 运动的均匀带电粒子束，单位长度带电荷#/，电荷均匀分布在 
半径为的圆柱体内.求整个空间： （ a ) 电场五.⑻磁场 B.(c) 能量密度 .( d ) 动量密度- 

⑻、 （ b ) 参考题6_5和题6.6，得 


qr 


r<R 


2nSnR I 


E = 


q 


r> R 


Ins^rl 


vqr 


r < R 


0 ， 


2ns 0 c 2 R 2 l 




r>R 


e 0 ， 


2ns 0 c 2 rl 


( c ) 能量密度为 


B 2 




+ — 


2 




q r 


r<R 


c 2 ) Sn 2 £ 0 R 6 l 2 1 


q 


r>R 


n 2 s 0 r 2 l 2 ， 


( d ) 动量密度为 


g = ^o E 


vq r 

4ttVW 匕 ’ 


r < R 


vq 


r> R 


4n\c 2 r 2 l 2 x ' 


电磁学与电动力学 


420 


6.8 求一束无限长相对论电子中单个电子所受的径向力 


题 6.8 —束无限长圆柱形的相对论电子以勻速 v 运动，已知电子密度为常数_计算作 

用在单个电子上的径向力(需要考虑电力与磁力) • 

解设电子密度为 n ， 则此束电子的电荷密度为 


p--en 


由题6.5,在实验室系中，单个电子所受到的力为 


epr 


e nr 








6-9 一 理想导电球以常速度在均匀磁场中运动，求导体球面上的感应电荷 


雛 


有一个半径为的理想导体球，以常速度 v = v ^( v « c ) 在均勻磁场 B = Be y ^ 
运动.在1的最低阶近似下，求导体球面上的感应面电荷 分布. 




设随导体球一起运动的参考系为 t 系，原坐标系为5：系，由电磁场的相对论变换 
， 公式，可知2/中的电磁场为 


’ -yBe 


一 1/2 


1，则 


在最低阶近似下，1- 




E f 尨 vBe z ， 

在 S ' 系中， P 为一均匀外电场，在导体球外的电势应为(题 


= Be 


题图 6.9 


6.9) 


E r R 3 


cos9 f 


<p f = -r f E f co&0 f + 


a 


沒为 G 与 r 之间的夹角，于是，表面上的面电荷密度为 


d<p r 


= 3^ 0 vfi cos 0 


(J = —€q 


dr 


换回 2 系时，因为 2 与 S ’ 系之间只在 jc 方向有相对运动，所以二系中沒角是相同的， 


有 


<r — ya f « cr f = 3s 0 vB cos 0 
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6.10 在相互垂直的电场和磁场中，放一初速为零、静止质量为 m 、 电荷为分 

的粒子，给出一参考系，在其中所观察到的电场或磁场为零 


6.10 在电场 E 沿: y 方向、磁场忍沿2方向的空间区域内释放一个初速为零、电量 
为 q 、 静止质量为 m 的粒子 .( a ) 给出一个洛伦兹参照系存在所需的条件，在该参照 系中： 
(1) 电场为0; (2) 磁场为 0.( b ) 若⑻中条件⑴满足，描述粒子在原坐标系中的运动 .( c ) 若⑻ 

中的条件 (2) 满足，在新的坐标系中求动量与时间的函数关系. 

( a ) 设原坐标系为 S 系，待求系 t 沿 X 方向以速度 v 相对 S 系运动，在2：系中 

E = Ee y , 

由洛伦兹变换公式可得 t 中电磁场 f ， 皮为 

E ； =E z =0, E ； = r(E - vB) 

E , z = r (E z +vB y ) = Q 


— Be 


丑 ；= = 0 ， B 9 y -y\B y +—E X 


0 




E 


(1) 若 2 T 中只有纯磁场 ， £ f = 0, 则由上式得且因 v < c ， 有£<(^_由 

c 2 5 2 为洛伦兹不变量，可知在 f = 0 时， 

(2) 若 B 、0, 有 5 — + £ = 0,得 v = 

c 

( b ) 当时，在5/系中带电粒子的相对论运动方程为 


E 




< £* 与 £’ = 


E 


d 


mm 


a ) 


f xB r 


= q 


f/i 


d 


Til 


⑵ 


= q{u 9 x B f ) u 9 = 0 


式中， V 是粒子的 速度. 由式 (2) 可知 


= 常数 


因此 〆 =常数，表明粒子速度大小不变，只是方向改变 • 因为在2系中，粒子的初速为0, 
所以 f 系中，初始，= 0时，粒子的初速度为 


E 


e 


B 


E 


故粒子速度的大小保持为 Y 7时 


B 
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« 


Be 


这时式 (1) 化成 


dV 


q 


(3) 


dt 


，式 (3) 的分量方程为 


e 


(4) 


= 0)U 


y 


(5) 


= -(DU 


( 6 ) 


u[ =0 


式中 


qB f ^ll-u f2 /c 2 q(c 2 B 2 -E 2 ) 


(7) 


6 )= 


emB 


m 


式⑹的解<=常数，而 〆 = 0 时！ ^ 0 = o , 所以任何时刻 <=0 

式 (5) 乘以 i 后与式⑷相加得 


u f x + iu 9 y = -ico(u r x + iu r y ) 


其解为 


= - v 0 sin cot 


u x - v 0 cos cot. 


E 


E 


v 0 待定-由 〆 = 0 时 < =: ，确定 v 0 = »o = ^7 ^ 即得 


B 


B 


E 


E 


⑻ 


smeot 


u Y = — cos ⑽， 


u 


y 


B 


B 


式 (8) 表示粒子在巧平面中做圆周运动，圆周的半径为 

R = — 


cBE 


(9) 


q(c 2 B 2 -E 2 ) 

回到原坐标系2,由于 JC 方向的洛伦兹收缩效应， 2 系看到粒子做橢圆运动， x 方向的 
半轴为短半轴. 

( c ) 当足= 0时，设2/系中粒子动量为 〆 ，则运动方程为 

— I 

7 = 碑， 


co 


dp f 


( 10 ) 


dt 


而 E f = 」 E 2 -c 2 B 2 e y ， 故式 (10) 的分量方程为 

<ip r x „ 


( 11 ) 


= 0 


dt f dt f 


dPy 


(12) 


-71- = ^ 


dt f 


2 


—^r^ u zo 


o , 得 


式 ( li ) 给出 ： 〆 、 〆 都是与时间无关的 常数. 由初始条件《“ = 




E 


B 


C 


mu 


p[=o 


Px = 


式 (12) 给出 
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(13) 


其中，已用了^ = 0时， w ^)=0 的初始条件 


6-11 对不能遍及全空间，矢势为的平面电磁波，证明次= 0 


11考虑在真空中沿 X 方向传播的任意的平面电磁波，⑼为波的 矢势. 因为 
本题为无电荷电流源，采用标势恒为零的规范.假设波不能遍及全空间，从而对足够大的 

有 A = 0 . 波作用在初始静止的带电荷 e 的粒子上，使之加速到相对论的速度.⑻证 

明4 = 0 . ( b ) 证明尸 i = ，这里 Pl 是在 yz 平面上粒子的动量分量(注意此题不能用非 

相对论力学作解答). 

( a ) 对 A = A(x 一 cf ) ，有 




X — C 广， 


dA _dA 1 dA 
p — ■ 

d(x - ct) dx 


dt 


c 


对本题规范 w = o , 故电场 


dA dA 


a, 

对沿 Jc 方向传播的平面电磁波，4=0,即 


dA 


dA 


= 0 


dt d(x - ct) 


因此牟 = 常数. 

由题意，波不遍及全空间，故对； C-U 足够大时，矢势应为0,故上式常数等于0,因 
此对空间各点均有4 =0 . 

( b ) 设带电粒子在出时间内的位移为 dx ， 则引起矢势 A 的增量为 ( dx _ V ) A ，因此 A 的 


变化率为 


dA dA 


( 1 ) 


—+ ( v * V)A 




dt 


在电磁场中动量为 P 的带电粒子的运动方程为 

e(E + vxB) 


dP 


( 2 ) 




dr 


注意在拉格朗日形式中， x 与 v 是独立变量，故有 

v x (▽ x A ) = V(v - A )-( v * V ) i 4 


(3) 


式⑶ 代入式⑵，本题中炉= 0，即得 


dA 


dP 


(4) 


eV ( v , A ) — e — 






dt 


dt 


本题的平面电磁波矢势 A ( jc - cf ) 与坐标 y 、 z 无关，因此 V ( v . i 4) 没有横向 分量. 对横 
向分量 P_L = + At ，运动方程为 


仏也 


(5) 


dt 


dt 


对式 (5) 积分得 
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— 一 fiA 丄 + C7 

由于粒子初速为0,故常数 C 等于零.且由 ( a ), ^ A z =0 i A L = A . 所以最后得到 


(6) 


⑺ 


6.12 求以常速度运动的带电粒子的电磁场 


12证明一个带电荷 g 以常速度 v 运动的粒子的电磁场为 

E x = - y { x - vt \ B x =0 




參 


X 


q 


q 


— pyz 


B 


E 


=— yy ^ 


x 


z 


q 




b z =—Pyy 


e z =— rz ， 


x 


x 


其中 


P =—y 


l 


3/2 


An€^{y 2 {x 


-Vt) +y 


X 




并且选 x 轴沿 v 的方向. 

解设2系为观察系， r 系固定在粒子上，在 r 系里有 

r ^| x f 


qx % 


E \ x f ) = 


4 ns 0 


S 、 ： T 系间时空坐标的洛伦兹变换为 


x f = y{x- vt) 


y f = y 


- y{x - vt ) 2 + y 2 + z 


则由电磁场洛伦兹变换公式，立得2系中的粒子的电磁场为 




E = E f = 


4ti^ 0 r ,3 

( 五 ; +C 娜 )=f 

【= r ( g - c 々5;)= 迟 
B^B r =0 


X 


E 


y [ B ， y A c PE， ) 


q 


-—fin 


B 


cx 


q 


B z =r K +- j 3 E r y = — fi/y 


cx 
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6.13 相距 d 的能量为 50 GeV 的两个正电子向同一方向运动，求两粒子之间的 

作用力 


3⑻考虑在 SLAC 直线加速器中的两个正电子，已知正电子束能量约为 
50 GeV (/*10 5 ). 在束的参考系(静系)中，它们相距 A <在< 的前方运动，如题图 6.13( a ) 

所示.给出 < 对< 的作用.具体地说，分别在静系与实验室系中计算电场五、磁场忍、洛 

伦兹力 F 与加速度两个参考系的结果相差几个相对论因子？并对这些因子的出现给予 
定性的解释 .( b ) 问题与⑻相同，只是这里两个正电子平行同向，如题图 6.13( b ) 所示， 




^2 


4 




(b) 


⑻ 


题图 6.13 


( a ) 设正电子束沿 x 轴正向运动，束流静系为 t 系，实验室系为2系，在系中， 


4对4的作用为 




^re 


4ks q d 


'= 0 


F=eE^- 


4ks 0 d 




r l 


4Tte 0 m d 


即 4 作为一个非相对论粒子在 < 产生的静电场 p 作用下做直线加速运动 • 

在2系中， S \ 2系之间沿: c 方向有相对运动，由电磁场的洛伦兹变换得 

„ 1 e 

E = E = - 


4n£ 0 d 


= 0 


因此4受力为 


=F ， 


F = eE = 一 


4 ti £ 0 d 


，即此时正电子在实验系中为相对论粒子，它应满足相对论力学方程 


由于?^10 5 ， 有 
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d 


二 F 


d 


= F 


dt 


则由上两式，不难得出 

dv F 


由于 F 二 Fe 


4n€ Q y 3 md 2 厂 3 


dt 


r 


可见当二正电子如题图 5.16 ⑻所示运动时，5：与 f 系中的电磁场及洛伦兹力相同，但 
相对论效应的影响使4在实验室系的加速度只是静系中加速度的而因此 


r 


y 


«是很小的，即4对<的作用力对高速运动粒子的影响很小，整个束流始终保持着高速高 
能前进. 


(b) 在静系 2' 中，各个矢量为 


r = 0 


E =- 


4nend 


F = eE =- 


4 n€ Q d 


， F ， 


4 ne Q md 


m 


在实验室系 2 中，相应各矢量为 

E = yE f — 一 


ey 


Ane Q d 


yve 


= r ~ E f = - 


4 n £ 0 c 2 d 


c 2 


F r 


F = e(E + vxB ) = - 


4 ns Q d 2 y 


r 


dv F 


y Ans 0 d 2 my 

可见当二正电子平行同向时，在2系中的各矢量与 r 系中相应量相比，均出现相对论 
因子.这时在实验室系中，不仅有电场，而且也出现了磁场，二者均比静系增大7倍，但 


dr 


7 


糾的作用，丑、_相互制约，故 代力与 加速度则比静 系小六 


6.14 带电粒子以常速度沿 z 轴运动，设 f = 0 时刻粒子正好经过原点，求£时刻 

P 点的标势和矢势 


6.14 有一个电点荷 e 以常速 v 沿 z 轴运动(题图6.14)，在 f 时刻它位于点!2,坐标 
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^ j x ^0 ,y = 0 ,z = vt . 求 ^时刻，点 p(x = Z>，y = 0 ，z = 0) 的：⑻标势彡 ，（ b ) 矢势 i ( c ) 电场 
的 x 分量^ 


X 


⑻由李纳-维谢尔势公式，得 


P 


e 


b 


♦ P : 


(i) 


V 


4 兀 f 0 


V 


C 


z 


O 


Q 


= be x -vt’e z ， t’ = t — . 故 


式中， r = be 


-v t —— e 


X 


z 


C 


C 


y 


2 


2 


题图 6.14 


2rt 


2 


=b 2 +v 2 


t 




2 


C 


c c 


2 


2 


V t 


V 


2 


-b 2 - v 2 t 2 = 


+ 2 


r 


2 


C 


c 


由此可精确地求出结果为 


-J3vt + yjb 2 (l-fi 2 ) + v 2 t 2 


V 


/?=- 


( 2 ) 


2 


l-p 


c 


由此可得 


v 


= {\-p 2 )r + vpt 


=r + vp t — 


r- 


c 


c 


(3) 


故 


e 


(4) 


^ P (0 = 


4n€ 0 yj(l- fi 2 )b 2 + v 2 t 2 


(b) 矢势为 


ev 


(5) 


AAt) = 


Z 


P 


v -r 


2 


4nSnC 


r- 


o 


c 


将式 (3) 代入得 


ev 


( 6 ) 


AAt) = 


e 


z 


p 


(c) 李纳-维谢尔势的电场公式为 

(^) = _ ▽炉一 


9A 


p 


dt 


e 


v *r 


4ne 0 


c 


，再将式⑶代入得 


对本题， 
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(1 — 〆 ) 


e 


rv 


(0- 


4 n £ 


T - 


0 


它的又分量为 


(l-fi 2 )eb 

4^ 0 [(i-^ )Z? 2 +v y ] 3/2 


E ^ = 


6,15 已知速度和加速度的带电粒子做非相对论运动，求平均辐射角分布 


15对做非相对论性运动的带电粒子 e ， 求： ⑻以速度你，加速度火及从电荷 
指向观察者的单位矢 Y 表示单位立体角的平均辐射功率⑻如果粒子按 z ⑴ ICOSfiV 


WML 




dn 


运动，求 A . ⑹如果粒子以恒定角频率岣在 V 平面上的一个半径为/?的圆周上运动，求 


dn 


dp 


dp 


( d ) 画出每种情况下的辐射角分布 .( e ) 如果运动是相对论性的，定性地说明^如何变 

aSJ 


df ? 


化 


( a ) 对非相对论性粒子# «1，因此，辐射场为 


’ X (U’ X fic) 


e 


W ) 




2 


4n£nCr 


4ns 0 


c r 


o 


，乂 E 


c 


瞬时能流 


2 


^n r x(n f xft)^n f 


E 2 n ^ 


S(t) = —— Ex 


I6n 2 £ 0 cr 




Mo 


如果运动是周期性的，即片 = 则可求得周期平均能流 


Re{E* xB}- 


E En f 


s = 


2 M) c 


2/ A ) 


2 


(n r xfi 0 )^n f 


e 


32n 2 £ Q cr 


2 


功率角分布 


2 


dP 


2 


2 


f x(n f xfi Q ) 


— = S */ iV z d /2/ d /2= 


32n 2 £ 0 c 


an 


若 < 々夹角为沒，贝 0 


2 


dP 


2 


e 


2 


A ) sin e 


d/2 327t 2 f 0 c 


( b ) = 仿 (/ ，贝 0 


2 


V 


p —— 


cos cote 


c 


c 
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故 


2 


2 


2 


a 


fio 


c 


2 


sin 2 ^= g2 « sin 

32n 2 e 0 c 3 


2 


2 


dP 


e 

~2 


a 


2 


0 




% 




d /2 32 tc € 0 c 


c 


( c ) 粒子在巧平面上做圆周运动，可以认为是两个互相垂直的简谐振动的叠力 D 


1 吻卜二 


+ Rc i6 ^e 


2 


r ( t ) = Rc 


e 


y 


故有 


Rcoi K 叫卜 J) 

—— —e 2 e 


R( 4 」 




P = —r = — 


y 


c 


c 


c 


在球坐标下 


2 


eR 


e 


0 


(〜 一 i cos Be e ) 


( e r xfi ) = 


E = 


e 


2 


Answer 


4n£^c r 


o 


2 


eR 


tr + W )) (^- icos ^) 


i ㈣ 卜 


0 


xE = 


e 


=—e 


Ans 0 c 


c 


平均能流 


e 2 R 2 ct)Q 

32n 2 s Q c 3 r 2 


1 


(1 + cos 2 0 )e 


S=—Rc{E^xB} = 

2 //o 

dP = ^^ (1+cos2 ^ 

d /2 32n 2 £ 0 c 3 


o(l +COS 2 0) 




0 


0 


0 


O 


z = aco^wt 


做圆周运动 


(b) 


(a) 


题图 6.15 


( d ) 在 ( b )、（ c ) 两种情况下的图形如题图 6.15 ⑻和题图 6.15( b ) 所示 • 

( e ) 定性地说，相对论性电子的辐射具有强烈的方向性，0 〜 0°方向辐射极强，辐射大 

约集中于 A 沒〜丄的角锥内_ 


r 
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6.16 高能带电粒子在介质中运动发生契仑可夫辐射时，求粒子速度、折射率 

以及辐射方向相对于粒子运动方向的角度之间的关系 


6.16 对一个高能的带电粒子，如果当它在介质中的运动速度大于电磁波在介质中 
的传播速度时，将发生契仑可夫辐射： U ) 导出粒子速度 v (= A 0, 介质的折射率 n 和契仑 

可夫辐射相对于粒子飞行直线所构成的角度 <9之间的关系式 .( b ) 在20丈一个大气压时，氢 
气的折射率《 = 1 + 1.35><10' 为了使一个电子(质量为 0.5 MeV / c 2 ) 在 20 T 、 一个大气压的 

氢气介质中穿过时发生契仑可夫辐射，此电子应具有的最小动能为多少？ （ c ) 用一根长的 
管道充以 20 T 、 一个大气压的氢气加上光学系统制成一契仑可夫辐射探测器，探测到发射 

角为沒的辐射光，角度精度为游=10 _3 rad . —束能量为 
lOOGeV / c 的荷电粒子通过计数器，由于粒子的动量是已 

知的，故实际上契仑可夫角度的测量就是对粒子静止质 
量％的一种度量.对于％接近 lGeV / c 2 的粒子，用契仑 

可夫探测器确定 mo ， 当准确到一级小量时，相对误差 


m 


契仑可夫波前 


dm Q 


是多少? 


mo 


题图 6*16 


( a ) 如题图 6*16 所示，显然有 


R = —t 


CD 


R 


COS0 = 


( b ) 发生契仑可夫辐射的条件为 v >£_ 产生契仑可夫辐射的粒子最低速度 v = £ ，因此 


P =— 


粒子的动能 


ym^c 1 - /HqC 


T 




式中 


( 2 ) 


7 = 




代入题设数据，有 


— 1 卜 x 0.5 


T = U 1 


(1 十 1.35 x 10 卩) 


29.93( MeV ) 


( c ) 对本题相对论粒子，比值 


m^c 


Pc 100 
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故 


E 


P 


(3) 


Y = 


WJqC 


WqC 


TTZoC 


以％与 r 为变量，将式 (3) 微分，得 


P d/WQ 


(4) 


d / = - 


对高速粒子，近似取1 + 则由式⑵得 


^ l ~ V 2 


两边微分之，有 


dy 


(5) 


d 卜号 


r 


对式 ( i ) 微分，有 


dfi = nJ3 2 smOd0 


( 6 ) 


联合式(4)~式(6)，有 


dwi 0 


= nJ3 2 y 2 sinOdO 


Wo 


代入式⑴，有 


drriQ 


= ^/ 2 tan0dO 


(7) 


7»0 


100 

又才本题《 = 1 + I ，35 xl 0^ ，尸 《 -= 100,从而 


2 xl 0 4 


而由式⑴ 


e 


0.9999 


COS 沒 wl — 


=- as 


2 


可求得 


6^0-13( rad ) 


因沒很小，近似取 tan <9 则最后得 


1 


d/WQ 


10 4 x 0.013 xl 0 -3 » 0.13 


1- 


X 


4 


2 x 10 


mo 


6.17 由相距为的两块无限大理想导体平行板组成的波导，中间充满折射率 

为 n 的气体，分析波导中传播的电磁波模式 

} 

_ 

■ 

一 个波导由两块相距为 a 的无穷大平行的理想导体平面板所构成，在二板间 
充满折射率为 n ( n 与频率无关)的气体•⑻在场强与: y 无关时汐轴指向纸面，如题图 6.17( a ) 


17 
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所示)，讨论此波导的模式.对给定的波长 A ，求允许的频率历.对每种模式，求相速％与 

群速 V g .(b) —根均勻的带电导线，沿 y 方向无限延伸.如题图 6.17(b) 所示，此导线在波导 

_ 

的间隙中间平面上以速度 v>£ 运动，发出契仑可夫辐射.在间隙中的任意点，这个辐射都 

n 

I 

可以用电场和磁场随时间的变化来表示.问在间隙中间平面上的点，电场的大小怎样随时 
间变化？画出频谱，且给出主频率(已知线电荷密度为 A ). (C) 说明任意一个与 y 无关的电 
磁扰动， 一 定能与⑻中波导模式叠加的形式.与⑻中契仑可夫辐射谱的主频率相应的模式 

是什么？ 


(C) 


匀，波沿X方向传播， 


E =E{x,z,t\ 


A 


与; y 无关的波动方程为 


V 2 E -^ r ~ 


= 0 


dt 


▽ •五=0 


边界条件为当 Z =0、 时 


dE 


— 0 


E z =E y =0, 


dz 


由分离变量法解得 


aitp 


zc Kk x x-o)t) 






^{k x x-mt) 


E . - sin 


yo 




i(k x x-a>t) 

， 


= 0 , 1,2 


E z = E z0 cos 


* _ » 


2n 


UiMl* 


k^ = k： + k 


a 


即在波长; i 给定时，允许频率为一系列分 立值叫 ^ 得 
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2 


A 


相速 


1/2 


X 


m 


k 


2a 




群速 


- 1/2 


X 


=二 1 + 


dk 


2a 


( b ) 在真空中，一个电荷为^速度为 v 的勻速直线运动粒子的电场为 


1-^ 


Ui 


( 1 ) 


E = 


3/2 




1 一一 R ^ + 


式中，及是同时刻/由电荷 g 到观察点的矢径. 

对在介质中运动的带电粒子，只需在式 (1) 中作代换分^ 


q q 

— —— 

e/j n" 


(表示因介质极化屏蔽 


造成有效电荷的减少)，和 c — i = + ( 表示介质中光速的减少)，由此得介质中的电场为 

n yjSfd 


q 


1 -- 


( 2 ) 


3/2 


47 C £ 


vV 


n 2 (J?*v) 


/r + 


当 v > i 时，在空间某些区域，式 (2) 的分母成为虚数或者等于零，因而在 v >£ 条件下， 

n n 

粒子场只存在于以粒子为顶点的锥形区域中，圆锥面由式 (2) 分母等于零给出，在面上 

这就是契仑可夫激波波面，角锥区中的场即契仑可夫辐射场.角锥的半张角0由 

sing 定出，契仑可夫辐射方向見由公式 


nv 


cos^ c =sin^ = 


nv 


确定 


无限长线电荷可看作无穷个点电荷的集合，故其后方的契仑可夫辐射区不是角锥形而 
以劈形来代替，劈形区棱边即为电荷线.此时契仑可夫激波面为夹角 26( 的两个无限大平面. 
劈形区中任一点 P 的辐射场强五可由各点电荷在 P 点的契仑可夫场强的叠加得到- 

现在求题图 6.17 ⑹所示的中间平面上任意一点 P 的场强 • 显然 P 点必须处在^^荷线后 
方.设电荷线扫过 P 点时刻£ = 0,则在 r 时刻， P 点与电荷线垂直距离为 W 线电荷元 A 办到 


P 点之矢径 
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= -vte x - ye 


由式⑵即可求得 My 在 p 点的场强为 


Mv=ve x 9 所以 /? 


又 dy 1 —n 


{-vte x - ye y ) 


(3) 


H /? = 


3/2 




t 时刻 p 点的总契仑可夫场强应是导线上各电荷元场强的叠加•由 y 与 - y 处点电荷的 
对称性，可知总电场无 y 分量，电场的大小为 

f 凡 

£ p (0 = 2j o dE z 

上限; y Q = W CO t 怂，它表 明凡处 电荷元又办在^时刻的契仑可夫激波波面刚刚到达 P 点.对 
于 ：V >外的各点电荷， P 点处在它们角锥区域之外，因而对 P 点场强无贡献.将式 (3) 代入式 

⑷可得 


(4) 




2 X 


— : T 一 1 V? 


= 


3/2 


nV 


1 


:V 


(5) 


2^[ ^-1 |cot6» c 


-1 cot 0 


vt 


即中间 W 平面上任意一点 P 的契仑可夫辐射场场强随时间的变化形式为 

^ 、 A 

EAt) = - 


( 6 ) 


将~(0作傅里叶展开 


E ^=S 


E(o>)0- iG)t d 


其各单色成分的复振幅为 


A 


6 t 


E(t)e Wf dt =—— 


E(o>) = 


2n 


2 


因为积分 


UDt 


dbc = 7U 


所以 


A 


也即 | E ⑻卜 常数，是与频率无关的.这时的契仑可夫辐射谱实际上是“白谱”（各单色成 
分等强度)，不存在主频率. 

( C ) 由上面的分析，电荷线的契仑可夫激波波阵面是两个平面，其法线单位矢量 S 与工 
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方向夹角为4，如题图 6.17( b ) 所示 . s 方向就是契仑可夫辐射方向> = 


从图中可 




见 


Jt =-ncos^ -- 


nv 


但注意在契仑可夫辐射的“白谱”中，并不是任何频率仿的辐射都能在波导中传播，可传 
播的波的频率只能是 


解得 


- 1/2 


mmmii 


= 0，1，2… 


就是契仑可夫辐射“白谱”中可允许在波导中传播的模式的频率值 


6 . 18 质量为 m 、 电荷为 g 在库仑场中做圆周运动的粒子，考虑粒子的辐射， 

计算半径减小一半时所需时间 


6.18 一个质量为 m 、 电荷为 g 的粒子被一质量无限大、电荷为的粒子以库仑相 

互作用所束缚.£ = 0时，该粒子的轨道近似为一个半径为及的圆，经过多少时间，它的轨 

道半径将减少为及/2 ( 假设足够大，使可以用经典辐射理论而不需用量子理论来计算). 

_ 

它在库仑场中的运动方程为 


质量为 m 的粒子的动能为 T = r 




2 


q 


4ns^r 


所具有的势能为 


4ns n r 


电荷的机械能为 


+ V 


E = 


—mv 


2 


由于此带电粒子不断向外辐射电磁能量，它的能量损失率应等于辐射功率，即 


dE 


q v 


=一 P =— 


dt 


6ns 0 c 


因此得 


dr 


q 


12n 2 SQC 3 m 2 r 2 


dt 
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R 


在 f = 0 时 ， r = R ， 积分上式即得 r = 兰时的时间 


2 


R 


12tc 2 £q 


3 2 


1k 2 £qcWr 


3 


c m 


r 2 dr — 


2 


z = - 


2 兮 


q 


6.19 证明电磁波的波矢和频率组成四矢量 


6.19 证明电磁波的波矢量和频率组成四矢量， 
证明一在两参考系 S 、 5 /中记 


k 


( 1 ) 


(O 


= k f XJ k ；^ i — 


k [,= 


k \ i — 


( 2 ) 


c 


c 


由光速不变原理知，- 


P 可改写成 


=c = 


k 


= o = 

在坐标变换下，上式必须保持不变，而满足这一条件的坐标变换就是洛伦兹变换， 

k r , 故心为四矢量. 

证明二考虑平面电磁波在良好坐标系中的关系.由电磁张量的变化关系，容易得到， 


(3) 


k \ 


— a 


1 


fSi 


fa 


H _ u H ， 




{k-r-cot) 


= E 


E ， // o c 


(4) 


E }/o 




(5) 


=e 


E //o 


£ }f 


由于 # = 1 为常量，故式 (5) 右边也为常量，故有 


E /fo 


r - a)t = k f r f - o)Y = 常量 


( 6 ) 


由于 ( r ， icr ) 为四矢量， 故、= ti — 也为四矢量 


c 


6.20 在一参考系中电场和磁场相互垂直，沿五 x 方向以多大速度运动的参考 

系中，只有电场或只有磁场 


设在参考系 S 内电场和磁场相互垂直， r 系沿方向运动，问 r 系以什 




么样的速度相对于2运动时，才能使 t 系中只有电场或只有磁场? 

由题意，在 S 系内，£丄 B ， 且 V// 


由场的变 


，故有 E^B = 0, E /f = 


II 一 


化关系知，在 2' 系内场量为 


),=E //y E r ± ^r(E+vxB) 


( 1 ) 
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式中，入= 


由式 (1) 知，要使则 要求五 = 


再由 


_ 


= (Bxv)xB = B 2 v - (B - v)B = 


知，只要速度取如下形式 


( 2 ) 


B 


即可使五、 ()• 此时磁场为 


E 


(3) 


xe \ = r\ i- 


= 二关 o 




c 2 B 2 


r 


另夕卜 


(E x B) 2 c 2 B 2 - E 2 


>0 


(4) 


2 


c^B 


r 


Ex 


综合上述，当 c 2 S 2 >£ 2 , 且取 v = 


，则有 f = 0,矿 *0 


B 2 


类似地，要使苽= 0,由 


(5) 


= 7 


知，这时要求 


( 6 ) 


另外，由 


E 2 


(7) 


Ex 


Ex(vxE) = 


可以看出，只要取即可使足 = ()• 而电场为 


E 


2 


E 


c^B 


E f = y(E + vxB) = /\ l- 


⑻ 


E = — 本 0 


E 


r 


另夕卜 


c^B 


(9) 


>0 


E 


r 


综合上述，当 £ 2 > C 2 5 2 时，且取 v = 


(ExB) , 将有灰 = 0 ，石 > 


E 2 


6.21 求静止质量为 m 、 电荷为 g 的粒子通过电势差 V 后的速度 


6.21 求一个静止质量为 m 、 电荷为 g 的粒子通过电势差 V 后的速度(设初始速度为 


零) 


带电粒子^经过电势差 V 后所获得的能量全部转化为它的动能 



由式 (1) 得到 


当沙《 C 2 时，有 


而当 C 2 时，有 


(4) 


Pm =\ 


p M =(0,0,0 ， i/nc )， 


光子的四维动量记 为％. 能量动量守恒律 



6.22 证明自由电子既不能发射光子也不能吸收光子 


6.22 证明自由电子既不能吸收光子，也不能发射 光子. 

证明 先证明自由电子不能吸收光子，采用反证法.假设自由电子能吸收光子，由能 
量与动量守恒定律 


( 1 ) 


Heo+ c 


( 2 ) 


hk = p 

式中，、&分别为光子的频率和波数，为电子的静止质量，尸为电子吸收光子后的动量 
由 式⑶有 


^n 2 k 2 =n 2 


p 


将上式代人式(1)，并两边平方，左边为 


+ m 2 c 4 + 2mc 2 h(o 


(ho}+ c 2 ) 2 = 


2 2 


(3) 


而右边化为 A 2 ® 2 + 

下面证明也不能发射光子，采用反 证法. 设初态电子和发射光子后的终态电子的四维 
动量分别为仏、 


因此，要使式⑴成立，只有^ = 0,故自由电子不能吸收光子. 
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⑼ 


(3 


2 ) 
* /IV 


1 

rv 




m 




V 


V 




r -/ 


2 




3 1 4 


V 






V 
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(5) 


= ql 


式 (5) 左边可化成 


(P M -P^) 2 = P 2 m - 2 P m Pm + Pm 

= -m 2 c 2 -2p M p f M - 


( 6 ) 


1- 


而 


(7) 


P M P 、= 一 


由式⑹、式⑺得到 


(^ - Pp 2 = "W 2 c 2 1 1- 


而％% =0,故只有心=6,式⑶成立，即电子状态没有变化，故没有动量传递给光子， 
所以不能发射光子. 


6.23 在以速度 v 运动的参考系中，已知粒子的能量、速度以及运动方向，求在 

静止系中粒子的动量以及运动方向 


6.23 设参考系 S 以速度 v 沿 X 方向相对于参考系2运动.在参考系 t 中，一个能 
量为 E ， 、 速度为 v \ 质量为 m 的粒子与 v 成#角运动_求在参考系2中粒子的动量以及它 




与 V 方向的交角. 


取 V ， / 所在的平面为 x ， y 平面 • 在参考系2/中，粒子的四维动量的分量为 


iE f 


由洛伦兹变换，在参考系 S 中，能量和各动量分量为 


p f M = // cos 汐 ，〆 sin 汐， 0,—— 


» 


〔 1+ ? cos 〆 


E f + vp{ 


( 1 ) 


= rE f 


E = 


E f 


P [ + 


E 9 


( 2 ) 


(v’cosf +V) 


=Y 


Pi ~ 


p 2 = 咢喊 


(3) 


P3 = P3=° 
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与 V 交角 


sin ^ 


tan 汐=_ - 


(4) 


a r 


cos 0 r + —； 


6.24 经典氢原子 r = 0 时刻电子处于第一玻尔轨道，导出辐射轨道半径衰减至零 

时所需时间的表达式 


一 经典氢原子，在时间？=0时有个电子处于第一玻尔轨道，试导出由于福射 
轨道半径衰减至零所需时间的表达式(假设每周所耗能量与剩余能量相比是很小的). 

由题意，可假设电子的辐射为电偶极辐射，辐射率为 




e 2 a 2 

6 ns 0 c 


P = 


式中，为加速度，在中心力场中，圆周运动的能量和加速度为 


E = - 


AnSrjnr 


ns Q r 


^ dE / dt ^- P , 利用上两式容易得到 


dr 


3 一一 2 „2 


127l 2 fo 


dt 


有 


1271 2 ^0 


3—2_‘2 


dr 


d / = — 


因此，衰减寿命为 


\2n 2 £QC 3 m 2 r 2 _ 4n 2 eQC 3 m 2 a^ 


0 


ck = _ 


式中， a 0 - h 2 / me 2 为第一玻尔半径 




6.25 求带电粒子被均匀电场加速到接近光速时的动量和速度, 


一 质量为 m 、 电荷为 e 的粒子被均匀电场加速了一段时间 L 致使其速度可与 

光速相比.⑻加速结束时，粒子动量是多少？ 0>)此时粒子速度是多少？⑹若此粒子不稳 
定，在其静止坐标系中以平均寿命 r 衰变，当此粒子以土述速度匀速运动时，一个静止的 

观察者测到粒子的平均寿命是多少？ 

( a ) 设电场为五，加速结束时，粒子得到动量为 




( b ) 由 


eEt = 


解得粒子速度为 
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eEct 


v = 


m 


( C ) 静止观察者测得粒子的平均寿命为 


2 


eEt 


T 


T = 


1 + 


= T 


2 


C 


V 


2 


C 


6.26 带电粒子在矢势为 A 的电磁场中做相对论运动，用坐标及其对时间的导 

数表示与广义坐标4对应的正则动量 


6.26 —个质量为 m 、 电荷为 e 、 速度为 v 的相对论粒子在一个矢势为 A 的电磁场 
中运动，其拉格朗日量为 






e 


2 


+—A*v 


L 


-me 




c 


//sin 沒 


e 於推写 ，其中沒为 

极角，多为方位角 .( a ) 由坐标和其时间导数表示与广义坐标參相对应的正则动量 A . ( b ) 证 
明☆是一个运动常数 .( c ) 如果上述矢势被 l = A + V ; Kr ， 艮的代替，之为一任意标量函数， 
这时&的表达式将如何变化？⑻中的表达式是否还是运动常数?说明理由. 

解在直角基下，正则动量为 


对于沿极轴方向的磁偶极子，磁矩为#，产生的场可用矢势 A = 


2 


dL 


e 


^ = 


+ 二 A 




C 


或写成矢量形式 


V 


e 


Uii 


p = 


+ -A 


( 1 ) 




c 


则哈密顿量为 


v 2 




2 


H=PV-L 


+ mc 






2 




( 2 ) 


p 2 

( a ) 在球坐标下，速度的表达式为 


V = re, + r9en + r s 




(3) 


FKl 


则对磁偶极子矢势，拉格朗日量为 


V 2 


2 


e //sin 0 


L = ~mc 2 Jl 


(4) 


+ - 




2 


C 


c 


以多为正则坐标，相对应的正则动量为 
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2*2 


2 


3L 


e 


0 


r s 


/is 


Llll 


11(1 


e 


mr m - 里■里 m 

t ■- 0 + — 

c 


(5) 




d</f 


( b ) 由式 (2)， 有 


dH 


P <T 一 


d<j> 


可见 & 为一运动常数. 

( c ) 当矢势为 AkA + V / O % 武的时，对应的拉格朗日量为 


2 


V 


e 


e 


2 


L ! = 


( 6 ) 


1-—+-A*V+-V^^v 

一 w 


-me 


c 


c 


c 


在直角基下正则动量为 


V 


e 


e 


P = 


(7) 


+-A+-Vz 




c 


c 


因而哈密顿量仍为 


2 


H=P , V-L r = 


^7 


1 dz 


Vz = ^ er + iM eff + 

r dO rsin^ d</> 


⑻ 




dr 


由式 (3)、 式 (6) 及式 (8) 可得这时的正则动量 

_ 

nf 3L f mr 2 s 


〜 + f 〔 


2 


// sin 2 汐 ^dx 


mi 


(9) 


a 沴 


而 


dH 






仍然成立，因此 6 为一运动常数，但 


dz 


e 


( 10 ) 


P ；- P ^+~ 




0 彡 


C 


而; if 又为任意标量函数，故 ( a ) 中的 A 不再为一运动常数 


6.27 相对论带电粒子在垂直于磁场的平面内沿半径为的圆运动，求所需磁 

场的表达式 


6.27 —质量为 m 、 电荷为 e 的电子在垂直于均勻磁场的平面内运动 • 如果忽略辐 

，因而要考虑相对论 




2 


射损失的能量，电子的轨道为一半径是及的圆 • 设电子能量丑》 

效应.⑻用上述参量给出所必须场强忍的解析表达式.设 /?=30 m ，£ = 2.5 xl 0 9 eV , 数值计 

算 5. ( b ) 事实上，由于电子被磁场加速，它将辐射电磁能量，假设电子转动一周所损失的能 
量 AE 与总能量£相比很小，用参量解析表示比率 AE / 五，并由⑻的数据，数值 i 十算这一 


C 


比率 


( a ) 在均匀磁场1?中，相对论电子的运动方程为 
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6P 


( 1 ) 


—=X 


dt 


因电子做圆周运动，故速度大小不变，即 v 为一常数，有 


式中，尸= 




myv , y = 


* 


dv 


( 2 ) 


dt 


联合式 (1)、 式 (2)， 得 


P 


(3) 


B = 一 


eR 


当 £»//«? 2 时 ， P = 


1 E 


(4) 


«0,28(T) 




eR 


c 


( b ) 非相对论粒 子的辐 射功率公式为 


dp dp 

3 m 2 c 3 k df df 


2 


(5) 




6715 ^ 


式 (5) 中 v 、 p 为非相对论粒子的速度与动量.推广到相对论粒子，式⑶的洛伦兹不变的推广 


式是 


dp A 

dr dr 


( 6 ) 


P = 


2_3 


6ne Q 


c 


dt 


式中，原时 = 是粒子的四维动-能矢量 


7 


dp p dp " ((^p dp ) l (dE 
dr dr 

由题意电子转一周能量损失很小，可近似认为 

生 1 生. 

dr df 


2 


dr 


dr dr 


dE 


0, 而 


dr 


dv 


(7) 


r 


dt 


联合式 (2)、 式⑹、式⑺可得 


1 e 2 c 
67 C ^ 0 R 2 


v 


⑻ 


P = 


r 


c 


电子转一周能量损失为 


2 nR 


(9) 


A£ = 




r 


3^ 0 R 


E 


又由厂 = —^故 


me 


E 


AE — 1 

^F^3e 0 


e 


5x10^ 


( 10 ) 


2 


c 2 R 


C 
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已知磁场为 B ^ B 0 ( xx - yy)/a ,证明在自由空间中它满足麦克斯韦方程 


6.28 


已知在直角坐标系下稳定磁场为 B = 馬 ( jd - x?)/a . ⑻证明这个场服从自由 

空间中的麦克斯韦方程. （ b ) 画出磁力线并指出5在何处放置电流线以近似这样 的场.⑹计 

算在原点和一条距原点最小距离为的磁力线之间，沿 z 方向单位长 kl 的磁通 .（ d ) —观 
察者正以 

( e ) 如果磁场随时间缓慢变 化为馬 ⑴，静止在 U ， 30处的观察者将测得怎样的电场 

— (xx-yy) 




的非相对论速度经过点 0 c ，>0 ，他将测得这个位置对原点的电势为多少? 


v = ve 


Z 


? 


(a) V 


x — i - y —^ z — 

dx dy dz 


a 


o 


-yy) = 0 


x 


a 


a . a 


-^(xx — yy ) 


▽ x 


dx dy dz 


x 




(xxx-y^y) = 0 


( b ) 磁力线所满足的微分方程为 


dy 




y 


dbc 


x 


Z 


xdy + ydx = 0， d ( xy ) = 0 ，即巧=常数，如题图 6.28 所示. 

要产生这样的场，需在无穷远处，在四个象限中对称地 

放置四个直导线电流，#沿 z 方向，且流向如题图 6.28 所示. 

⑹为计算磁通化，最方便的是取一个高 z = l 而长为 R 

的长方形面积，该长边取为第一象限的分角线(即^=>0,故 
该长方形的法向单位矢 


( x - y ) 


一 V 5 


题图 6.28 


而 




^?^{xx-yy) = — x{x-y) 


a 


a 


因 ; y = jc ，元面积大小 dcr = \fldx , 故 


2 




2 


72 


xdjc = 


♦ B = B { x , y ) * ndcr = 


2 a 


o 


( d ) 对观察者而言 




B q 


ixx - yy ), 故 


现 £ =0，v =Vz, B = 


a 


E f = Vz ^ -^( xx - yy ) ^— v (^ + yx ) 
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故点 (A 30 对原点 (0 ， 0) 的势 # (jc ， ;y ) 为 


y 


y) = -£ ； (x,0)(k- Ey(x,y)dy 


0 


0 


B 0 




y 


o 


= 0 — 


vjcdj = — 


vxy 


o a 


a 


dB 


(e) 由 Vx£ 


可得 


= — 


dt 


dE z dE 

dy dz 
dE x dE t 

X — i 

dz dx 

= B 0 (t)—. 因为电流沿 z 方向，故 £^=£^=0 ，由上 


x 


y 


= -B 0 (t)- 


a 


y 




a 


d 


dE 


dE 


x 


注意 t = 0 , 故 


= 一馬⑴ 一，一 


dy 


dx 


dz 


a 


可知 - 馬 ⑴ 2 + c ⑴，出于对称性的考虑，应有 c ⑺= 0, 


a 


E z =^B 0 (t)^ 


a 


故 


E(x, y) = -B 0 (t)—e 


a 


6.29 电子在轴对称磁场中运动，求电子动量与轨道半径之间的关系 


电子在轴对称磁场中运动 . 假设在 z = 0 的中央面上，磁场无径向分量，即 
B(z = 0) = B{r)e z , z=0 面上的电子做半径为的圆周运动，如题图 6.29 ⑻所示.⑻电子 

动量 P 与轨道半径的关系如何？在电子回旋加速器中，电子在随时间变化的磁场中加速 • 

， & 为 通过轨道的磁通量，设取 > 等于 B(r = /^ = 0Mb) 设 fl av 有一改变量 

外的变 化量为 AB Q ，如果电子动量增加而其轨道半径不变，则 ^& 与^的关 

_ 

系怎样？ （ C) 设磁场的 z 分量在『 = /? 和 z = 0 附近随 r 的变化关系为 A(r) = ^(/?) 






令 


2 


av 


nR 


av ， 


R 


求 


□ 


z 


O 


dr 


R 


(b) 


(a) 


题图 6.29 
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稍稍偏离中央平面的平衡轨道上电子的运动方程.这里，有两个方程，一个是电子作垂直 
方向的偏离，一个是电子作水平方向的偏离.忽略径向与竖直运动间的耦合.⑹在什么范 
围内轨道对径向运动与竖直方向的扰动是稳定的？ 


( a ) 由 = 可得 


R 


P = mv = eBR 

( b ) 馬的增加使电子在径向受的力(向心力)加大， S av 的增加使电子在切向有一加速度 • 
依题意，电子运动轨道半径不变，设速度增量为 Av ， 则有 

(v + Av) 


( 1 ) 


e(v + Av)(B 0 + AB 0 ) = 


R 


及 


1 dy/ B eA \jf 

2nR dt 


At 


Av = 


2nR 


而因为 A/ B = A 5 av 7 t /? 2 ，故 


eRAB 在 


( 2 ) 


Av = 


2 


I ，联合式 (1) 与式⑵，略去二阶小量项，即得 

R 


注意 eB Q = 




av 


2 


( c ) 设电子在径向受到微扰，使得 


T = R + 巧， 


ft ) — + Oj 


式中，岣均为一级小量，则由 


F = 


= -evx 


及 


= (r- r9 2 )e r + {r9 + 2r9)e g 

= rO 


F ； 




可得 


er9B z = m('r - rO 2 ) 

erB z =m(r0 + 2r$) 


(3) 




(4) 


另外注意到 


9- d) x 


9 = o ) 0 + 


r = r l9 


在保留到一级小量时，由式 (4) 有 


er x B z = mRoUx + 2mr x a>Q 


又因为 eB z = m 6) 0 ，故/?命+ ㈣ 0 =0，艮 


(5) 


Rd^ +1\0) 0 = 0 

由 = B z ( R ) + B r z (R)r {及 eB z = ma) 0 和式 (3) 有 

eRa) 0 B’ z (R)r\ - eB z (R^ + ^0) 0 ) = m(i\ - IRo)^ - r^) 




代入式(5)，此式可简化为 
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- mr x + mco ^ r ^ 


又因为 


B [( R ) = B 0 ( R ) n \- 


故得 


2 


( 6 ) 


rj +(l-/z)G? 0 /i =0 


式⑹即为径向运动方程. 

为求纵向运动方程，设电子在纵向有一偏离 Z ， 有 F z = ml 又因尽 是一级小量，对 G 

只需取零级速度 V = o ? o Re 0 ，即有尽 = -^(v xB ) e z ^ 0 o ? o RB r , 故得 


(7) 


z = 


为求尽，在 x === 0 平面取一回路 c 如题图 6 .29( b ) 所示 

B z { R)z + B v ( z)dr ~ B Z {R + & r ) z = 0 


这里 z 为一级小量，故 


B Z (^R + dr ) — 5 Z (/?) 


式⑵= 


z 


dr 


= B r z ( R)z 


g ⑻，联合式⑺有 


M »；(«) = - 


z + mcc^nz = 0 


⑻ 


式 (8) 为纵向运动方程. 

( d ) 由式 (6) 可见，为使电子在受到径向扰动后稳定，应有而由式(8)，为使电 
子受到竖直方向的扰动后稳定，应有《>0,所以总的要求是0<«<1. 


6.30 电子在一维谐振子势阱中运动，求每周的辐射能量 


—8 


30 一电子在一维谐振子势阱中运动， fi ? = 10 5 rad / s ，振幅々=10 


⑻计算每 

周辐射的能量. （ b ) 每周损失的能量与平均机械能之比是多少？ （ c ) 损失掉一半能量需要多长 


cm 


时间？ 


( a ) 考虑辐射阻尼后，电子运动方程为 


2 


e 


x 


6 ns Q c 


或写成 


2 


k 


e 


^0 =— 


2 


X ， 


3 


6 ne 0 mc 

作为零阶近似，先忽略辐射阻尼项，则 X + = 解得 x = x 0 e 


-(OqX ， 


•i 如 


，近似地， 


JC « 


故有 


<4 


2 


e 


—c^x + 


X 


x = 


6 n s 0 mc 
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可解得 


I27tf 0 c - 10 )^ 


x = x 0 e 


\2n€ 0 C 


在一周期内几乎不变，故有 


由于 e 


平均机械能为 


1271 ^ 0 ^ 


-~ma>lxlc 12 ^ 


= W 0 e 


W =- 




2 


2 


一周期内损失能量为 


dW 


e 2 o>o 

12%£ 0 c 


1 2n 


I2ns 0 c 


W 0 e 


AW = — 


T = 


① 0 


dr 


基本不变，故有 

X 々 2 i ^ uxi(r9(ev) 


在开始的几周期内，可以认为， 


e 


0 


AW 




3 


I2ne 0 mc 


( b ) —周期损失能量与总能量之比为 


AW 




2n 


份 0 


3.9x10 一 


l2ne Q mc 3 co Q 6e Q mc 3 


W 


( c ) 令 WO :%， 则有 


2 


6tc^ 0 


fun 


t = ln 2 


2 ’ 


I2ns 0 mc 


I2n€ 0 mc 


ln 2 = l . lxl ( T ( s ) 




6.31 —电子在线恢复力场中运动，考虑辐射阻尼，求辐射阻尼力的表达式 


31电荷为 e 、 质量为 m 的电子被一个线性恢复力所约束 • 力的系 数为尺 = ?? w ^， 
电子振动时，辐射功率公式为 




1 e 2 v 2 

671^0 c 3 


p = 


式中， 6 是电子的加速度， C 为光速.⑻考虑引起辐射能量损失的辐射阻尼力 F s .假设电子 
每个周期所损失的能量比总能量小得多.利用长时间过程中的功能关系，求 &的表 达式， 

在什么条件下， 八与 V 成正比？ （ b ) 假设正比于 V ，写出电子的运动方程，把电子位置写 

■ 

_ p 

为时间函数的形式 •（ c ) 对于& = 10 5 Hz 的频率， （ a ) 中认为电子每个周期能量损失很小的假 


271 


设是否成立？ （ d ) 假设电子还受到外场五=£() cos 欣的作用，对|仿_%|«叫的近共振情况， 

写出相对辐射强度///_的时间平均值作为频率仿的函数的关系式，求出与极大值 Anax 相 
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应的频率叫，相对能级移动 


和半极大相对全宽度△出 FWHM / ^0 




( a ) 由于阻尼力对电子所做的负功率应等于辐射功率，因此 


2 


2 


h 


h 


e 


2 


v ^ d / = 


vdv 


t t 6ns { 




c 


c 


0 


2 


2 


h 


h 


v • vdr 


V 拳 V 


6ne Q c 3 


3 


h 


6 兀石 Q 




c 


设为一个振动周期，当假设一周期中的能量损失远小于总能量时，可认为电子做 
准周期运动，这时 


「 V 由上式即得 


h ’ 




e 


( 1 ) 


3 


6ns 


c 


o 


当辐射阻尼力与作用在电子上的恢复力相比很微弱时，认为电子的位移为 doe _~ ， 
可有 V = -» q 2 v ， 则尺与 v 成正比，即为 


2—2 


( 2 ) 




v 


= -— 


3 


6ns, 


c 


0 


(b) 电子的运动方程为 


2 


e 


COqX 


2 




X 一 


0 


671^0 C 3 


2 


^0 


e 


，上式可写成 


记入= 


671^ 


me 


0 


x + yx + 0 )qX- 0 


(3) 


在€小于恢复力时， r 《叫，其解为 




(4) 


x = XnC ^ e 


o 


( c ) 当频率洛 io 15 Hz 时，对应周期 r = io 

2 ti 

的条件.因为电子的弹性势能为 | m % 2 ; c 2 , 由式⑷可见，当经过一个周期，电子所损失的 

能量与总势能之比约为 ( l - e _yt ) = l - e ( ’ 《10 _7 《1,因此⑻的假设是对的 • 

( d ) 加人外场£ = 作用后，电子运动方程为 


这时 /»10 3 Hz ，显然满足 r 《叫 


-15 


S 


2 


2e 


2 


3 c 3 ^ 


— —eE 0 e— 


X 一 


W *；! 




，方程化为 


仍引入 


67CfQ 


c 


m 


* g 

x + /x + (OqX = - E 0 e~ 


(5) 


m 


以 x = 代入得方程的稳态解为 
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( 6 ) 


五 0 e 


-6 )q + io)y 


m 


由式⑹可得辐射强度为 


-Re{x x} 


I ( o )) = P = 


2 




671^0 


1 e A El of 

127 if 0 m 2 c 3 ( a ) 2 -( Oq ) 2 + 0) 2 y 2 


(7) 


El 




o) 0 \<Keo Q J(eo) 


在近共振区， 


1271^0 

为求，我们令 = ® -叫，在近共振区为一小量，若令 


r 


m 


Act) 


, 则 M 《 l . 又 


因也为一小量，对式(7)，在分子、分母都保留到二级小量时，有 


①0 


Eq 1 + 4m + 6m 

V , 2 

4w + 


⑻ 


/(m) = 


12ti£ ： 0 


r 


fji 


(4 


由 


d/(«) 


= 0 


du 


可得 


历 l — 仿 o 1 7 

2 <4 


Mj — 




即对应最大强度 4 ax 的频率为 


7 


(9) 


°h =0) o + ^ 


2 


从而得 


I ( co ) 


r 


( 10 ) 


4( ca - o ) Q ) 2 + y 2 




当 /( 的 //■=: 时，可得 


2 


7 


= fl) o 土 7 


2 


因此半极大强度的全宽度为 




( 11 ) 


①0 
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6.32 考虑加速带电粒子的能量辐射效应，求电磁波作用在电子上的力的时 


均值 


6.32 为考虑一加速的带电粒子的能量辐射效应，我们要修改牛顿运动方程，即加 
上反作用力 F R . ( a ) 用能量守恒推导 F r 的经典结果 






6tc^ 0 c 3 


假定轨道为圆周，即 1>_V = 0 这一简单情形， V 为粒子的速度 •（ b ) 试求电磁波作用在电子上 
的力对时间平均值为多大？ （ C ) 用这个波的辐射压力 P 推导辐射的有效散射截面. 

⑺//> 


<7 




解 ⑻见题 6_30,此处略. 

( b ) 参考题6.30,在平面波作用下，电子的运动方程为 


-icot 


— bEqC 


mr = 


6 n £ r^c 


其稳态解为其中 


e £ 0 


-icot 


V = r — 一 




mat 




6ns 0 c 


故电子受到的时间平均力为 

⑻ = (-eE 0& 


-eVx 


ieo)E 0 






Re 


— Re 


e 2 ^ 3 

6 ns^c 


2 


l 


0) 


10) 


(S) 


(S) 


2 


12n 2 c 5 eQ 


2/ A ) 


6 nSnC 


(S) 


s 


，〈尸〉= 


，故得有效散射截面为 


( c ) 对平面电磁波，/ > = 


( F ) 


4 


(P) 12tcV^ 


m 


式中， c 为电子经典半径. 


6.33 电子在简谐势中运动，考虑阻尼作用，求辐射强度与频率的关系 

考虑原子谱线宽度的经典理论，“原子”中有质量为⑺、电荷为 t 处于简 


33 


m 
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谐势中的电子.电子还受到阻尼的作用，因此该电子的运动方程为 
⑻设 （= 0 时， 

确定辐射强度与频率的关系(可以带有任意常数).假设 ( b ) 假定 ( a ) 中的方程不 
出现阻尼力#，振动仅仅因为辐射而衰减(这个效应在⑻中忽略).振子的能量按 

U = U Q e ~ n 衰减.此时，厂为多少(你可以假定在一次振荡中，电子只损失掉小部分能量)？⑹ 

对于5000人的原子谱线，由⑻中的计算，以埃为单位，确定谱线宽度.粗略地估计在大约 
多少次振荡之后，电子将损失掉一半能量？ 

解 （ a ) 电子运动方程 


x + yx = 0 




，求随后电子的运动.做这种运动的经典电子将有电磁辅射， 


戈 =x 0 ， 


qX + /x = 0 


t = o =x o 


= 0 


解得 


-io)t 


2 m 


r 


，故 


因为 


2 m 


A ~ Anw 


所以，电子运动时所具有的偶极矩尸=/^〜厂 1 〜是一 个作衰减振荡的电偶极子.远处的 

辐射场为 


t — 


2m 


c 


E { r , t )^ E 0 { r)t 

f 此处 r 的计时已推迟 ^ 


e 


，按傅里叶分析，衰减振幅是 


为简单起见，记五⑴ 


2 m 


o e 




非单色的，为各种频率单色振动的叠加 


E { t ) = J E ( a )) deoc ~ 


E ( t ) e ia,t dt 


E ( o >) = 


2 n J o 


( 五 0 e"^V—)e ㈣ d/ 


271:0 


( f <0 时， E ( t ) = 0) 


2 


r 




2 m 


故 


I(eo) oc \E(o))f oc 


( o )-( o 0 ) 2 + y 2 /4 m 1 


这是洛伦兹谱情况 
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一 


，偶极辐射功率 


(^) Y = OjX = XqG 


e 2 IJcl 2 


2 <4 x l 

6 ns 0 c 3 6 ns 0 c 3 


e 


P = 


因为 


U -—meoQxl 


2 


故 




e 


P = 


3n€ t 


c 


0 


又 


dU 




P = 一 


dt 


故 


dU e 2 (ol 

… + —- 

3 ne 0 mc 


u=o 


dt 


因此 


2 一 2 


-rt 


U = 


o e ， 


3 ne 0 mc 


( c ) 频率宽度 A ® 〜厂，故 


2 


2 


A 


g % 

3 ne 0 mc 3 3 ne 0 mc 

= 1.2x10^ (A) 


e 


AA = >^ —= ^ —= ^ 


2 nc 


o 


o 


2 


2 


e 


2 


3 ^o 


c 


ln 2 


2 % 


，一次振动需时/ = =，故损失掉一半能量，电子振动 


能量衰减一半所需的时间是 T = 


仿 Q 


次数约为 


T ln 2 


ln 2 


c 




57 


0 一 


= 3 f 0 In 2 


g 2 fi >0 

6 ns 0 mc 


2 


2ti 


r 2 n 


t 


e ct > 0 


3 


C 


= 9 xl 0 6 ( 次) 


= 3 ^oIn 2 


X 


2 


2 


271C 


2 n 


2 


e 


^0 


6.34 考虑在加速器中做非相对论运动的带电粒子的辐射损失，求粒子动能 

与时间的关系 


假设一个在回旋加速器中运动的非相对论带电粒子有可观的辐射能量损失.现 
对一个质量、电荷与初动能已知的粒子说明这一事实，已知此粒子最初是在加速器中的均匀 
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磁场里做圆周运动 .（ a ) 将粒子的动能表示成时间的函数 .（ b ) 假如该粒子是质子，初动能为 
lOOMeV , 从半径为 10 m 的轨道出发.用秒为单位求它辐射掉10%的能量所需的时间. 

解 （ a ) 设粒子质量为 m ， 带电 t 在 f 时刻动能为由于粒子是非相对论性的，故 
即使对电子，转一圈的辐射损失也远小于其动能.这样，可设^时刻粒子仍做半径为及的 
圆周运动，其福射功率为 


q 


p = 


6ne 0 c 


在均匀磁场 S 中做圆周运动的带电粒子的运动方程为 




T = qvB 


mv - 


，故 


粒子的非相对论动能 T =- 


m 


2 


q 4 B 2 T 

3ns 0 m 3 c 3 


P = 


因磁场力不对粒子做功，因此 P 即为单位时间中粒子动能的减少，即 

„ dr q 4 B 2 T 

尸 zr --=- 

dt 3ne 0 m 3 c 3 


设初始动能为 r Q ， 上式给出 


3n€ 0 m^c^ 


T =T 0 e 

( b ) 对质子，电量 g = 1.6 xl ( T 19 C，m = 1.67 xl ( T 27 kg ， 它的能量减少10%所需的时间为 


3ns Q m 3 c 3 


ln (0,9) 


4 B 2 




由 lOOMeV ,/? = 10 m , 求得磁场为 

一 


2.09 xl ( T 2 ( Wb / m ) 


B 






代入 r 中，得 


8.07 xl 0 10 ( s ) 
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7.1 —速度为巧的正电子与电量为办的原子核正碰撞，分析辐射角分布 

与偏振特性 


7.1 —个速度为的非相对论性正电子与带电量为+及的原子核正碰撞.正电子 
来自无穷远处，它先是被减速至静止，接着被加速而达到速度 V 2 , 考虑辐射损失(但假定很 
小)，求作为 V !*% 的函数关系的末速 V 2 . 辐射的角分布和偏振怎样？ 

解依题意，电子的辐射损失很小 f 远小于它在无穷远处的动能作为零级近 


2 


似，先不考虑辐射的影响.由能量守恒，正电子距核 r 时，如果速度为 V ， 则有 

1 , 1 Ze 


m 


2 


2 


4ns 


= 0时电子与核的距离 r 达到最小值％，由上式 


1 Ze ^ 1 


= ^ mv i 


2 


4ne i 


r o 


故 


Ze 


imv[ 


r o = 




这样， v 2 可表 7 K 为 


故 


— 


v ? 广 o 


2rr = 


2r 


辐射损失为 


d>v dw 




―: r r 


d( dr 6ns 


e 2 心 0 2 


1 


1 


dr 


dw = 


24ne 0 


r o 


1-^ 


v y 

12ne 0 c 3 rQ 


dr 


r Q 


AW=2 dw = 


r 




^0 


t u 

■ — - — 


令 r = r Q sec 2 a 可算得 
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5 n 




m 


162 Zee 


由 — mv \ - —mv 


?- AW 可求得 


2 


2 


5 


v 2= v i\ 


81 


Ze 


c 


故 


5 n vf 
162 Zee 


V 2 = V! 


因 Sv « c ， 故辐射是偶极辐射，其辐射功率角分布为 gocsin 2 0，0为辐射方向与粒子 

asJ 

速度的夹角.辐射光是平面偏振的，在以正电子位置为中心所做的球面上任一点 ，电矢量五 
沿过该点的径线方向，即£ = E ( r ,0) e o . 


12 带电粒子在加速器的水平对称平面里做近似圆周运动，证明竖直方向的微 

运动是振动 


7.2 一个带电粒子在回旋加速器的水平对称的平面附近做圆周运动(近似)，半径为 
R . 证明竖直方向上的微运动是谐振的，频率为 


1/2 


dB 


dr 


为闭路，由# 

[ B . ( r )- S z (r + dr)]z + B r ( z)dr = 0 


•cW = 0 可得 


如题图 7.2, 以回路 c 


故 


dB z ( r ) 


fi r (z)- 


z 


dr 


竖直方向的运动方程为 


Z 


dB z ( r ) 


o 


dr 


Z + qvB r ( z ) = qv 


z 


dr 


dB 




dr 


故 W = 


又由 


题图 7-2 


參 


R 


故有 


1/2 


q%R dB z 


R d 


dr 


dr 
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7.3 讨论等离子体强流放电对反质子束的聚焦效应 


7.3 电流十分强的电中性等离子体放电可实现对弱反质子束聚焦.相对论反质子 
入射方向平行于放电电弧轴，并在其中通过距离 L， 然后在轴附近离开 .（a) 设放电电流柱 
半径为/?，电流强度为/，电流密度均匀，求其磁场分布 .（b) 证明在磁偏转作用下，沿平 
行于电弧轴方向进入磁场的粒子束将在电弧轴上某点聚焦 .（c) 电弧电流必须指向什么方 
向？ （d) 利用薄透镜近似找到这种透镜的焦距 .（e) 如果等离子体代之以同样电流的电子 
束，焦距是否相同？请予以解释. 

解电流柱内的磁场分布可由高斯定理求得，结果为 


rj 




B = 


2tiR 


式中， r 为离电弧轴的垂直 距离； B 的方向和/的方向成右手螺旋 


反质子带电为运动方向与电弧电流方向相反，受到一个指向电弧轴的洛伦兹力， 
以达到聚焦之目的.在薄透镜近似下，^很短，反质子通过这段距离将脉冲式获得一向内的 
径向动量增量，但粒子本身在径向方向的位移可以忽略.于是，由径向运动方程 

MoevI 


= —ev^B » —evB = 一 


m\ 


dt 


2nR 


及 


dz dz 


〜常数 


dt = 


将上式积分得 


l^elrL 

2nmR 2 


由此求得焦距 


2nmR v 

WlL 

当等离子代之以同样电流的电子束之后，反质子将受到电场力作用，其方向背离电弧 
轴.在均勻电流分布假定下，电子数密度可视作均匀分布.其产生的电场大小为 


h^vt = v 


ner 


E = 


3f 0 


式中， 《 为电子密度 


由于 


I = nevr, * nR 


于是反质子受的电场力的大小为 


elr 


fe=eE = 


2s 0 nR 2 v E 


而前面求得反质子受的磁场力大小为 
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Mo^vlr 

2nR 2 


fm = evB = 


于是 


A 一 


»1 


/m ^0M) VV E VV E 


因而磁力可以 略去. 反质子将在电场斥力作用下散焦，而达不到聚焦之目的 


7.4 带正电的相对论粒子束先后穿过长为/的均匀电场和磁场区，假定电磁场 

使粒子的偏转角度办、先很小，证明粒子动量 P 可用丑、办以及/表示 


7.4 一束带正电 e 的相对论粒子先后穿过长为 Z 的均勻电场五 及均匀磁场 B ，如题 

图 7.4 所示.电磁场的大小使得粒子束两次的偏转角馬、&都很小(馬《: 1，馬《 1 ) .⑻证 
明粒子动量 P 可由5、 士及 /确定, ( b ) 证明可利用电场五 与磁场 B 确定粒子的速度和质量. 




P 


© 


题图 7.4 


( a ) 在磁场 B 中，粒子的运动方程为 

d(mV) 


=eV x 


6 t 


=尸历0， r = 


Uil 


即有 


d 




dt 


又因故 f =0 

建立直角坐标系使 B = S 心，则有 


eB 


eB 


z = 0 


夕， 


r^o 


r^o 


eB 1 


，则 


记 


- =—fi>L 

r^o r 


6 J 0 j = 0 

y + o) 0 x = 0 

z = 0 


X 一 


故 
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x-O) Q y = 0 
y + co 0 x = 0 


z = 0 


联立上述两个方程组，可得 


35 + 必= 0, 


r = (x^ + y 2 f 2 


2 


z = 0 


这是角频率为叫的圆周运动 (v z =o). 圆轨道半径 


P 


R = 


o) 0 mco Q 


而图中 


io) Q l eBl 

仿 o R 


e 


R 


P 


m 


eBl 


，即尸由 B、 /、仏确定 


所以尸 


❹ B 


d 


(b) 在电场中， —(mv) = eE. 建立坐标系使五=£^，故 


dt 


v[. =eEt = eE— 


故 


f eEl 


mv 


而 


eEl 




m 


eBl 


定出 P 后，代入上式，可得仏为 


故由尸= 




Ele 


eEl 


❹ e 


P0 E 


Pv 


P P 2 0 e 


= /%， 由此可定出 mo 


即定出了 v. 而 


eEl 


7.5 计算一个经典电子在高频电磁辐射时的散射截面 


7.5 计算一个经典电子在高频电磁辐射时的散射截面. 

设高频电磁波为五 0(X，O 和馬 (X⑺，对经典电子 v«c， 磁场力 




相对电场 

力可忽略不计， 并取五 Q (x，0 = £：()ei， 因为入射波频率很高，需要考虑辐射阻尼力的 


ev x 


影响.于是电子的运动方程为 



460 
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2 


e 


mx = eE Q (x 9 t) + 


X 


3 


6ne 0 c 


如近似取 


2 


X = —Ct) X 


并令 


2—2 


e 6) 
Gns^mc 


o 


有 


e 


-icot 


x + /x = — EqC 


m 


解为 


-icot 


o e 


e 五。 


x o=~ 


mo)(o) + iy) 


电子辐射次波为 


e 


E(x ， t) = 


x(/| X jc). 


2 


4ns 0 c 


r 为电子到空间点距离. 

设 it 与 Eo 的夹角为 cr ，并令 EU ) = |£( x ， f )| ，可得 


e 2 o)E Q sin a 
4ne 0 mc 2 (eo 2 +y 2 ) 2 r 


E{x) = 


入射波强度(即入射波平均能波密度) 




2 


散射波强度 


j = j =, M - e 2 


2 


2 


e 


引入电子经典半径 r e = 


，则有 


2 


4ne 0 mc 


Z 


2 


2 


sin 2 al 0 


2 


2—2 


+ / 


6 ) 


y 


坐标轴选择如题图 7.5 所示，有 


题图 7-5 


cosa = sin 沒 cos 沴 


如果入射电磁波为一自然光，要求对《角求平均，这时散射强度为 


2 


2 


2n 


f 

Jo 


0) 


(1 一 sin 2 汐 cos 2 多 )d 多 




0 


2 2 2 
0) +/ r 


2 


2 


2 


6 ) 


(1 + cos 2 0)I O 


= — X 


2 


2 一 2 


2 


o ) +y 
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辐射功率为 


P = <bsrdn = 


co +y 


因此得散射截面为 


P 


^0 


0? +/ 


7.6 平面线偏振电磁波被-自由电子所散射，导出非相对论极限下的微分散射截 


面公式 


7*6 频率为、强度为 / Q 的平面线偏振电 fiS 波被一自由电子散射.从加速运动电荷 

辐射率的一般公式出发，导出非相对论极限(汤姆孙散射)下的微分散射截面表达式，讨论 
散射辐射的角分布和偏振状态. 

解对电子散射先求出电子在入射波下的受迫振动，由于 V « C ,故可忽略磁力，并且 
近似认为电子在均匀电场中(因入射波长 A 远大于电子运动幅度)，由此，将入射平面波电 
矢量记为五=，故运动方程为 


m 


(1) 


V = —eE 


当 v « c 时，电子产生的电偶极辐射功率为 


^ 2 v 2 


dP 


( 2 ) 


sin a 


d /2 16 n 2 s 0 

_ 

_ 

式中， a 是辐射方向与电子加速度之间的夹角，引入电子经典半径 r e = 


及入射 


4 ns 0 


m 


SqcEI 


并把式 (1) 代入式⑵得 


波强度 /o = 


2 


dP 


= ’0 r e 2 S i 


(3) 


a 


dO 


参看题 7.4 ， sin 2 a = 1 - sin 2 0 cos 2 q >, 因此得微分散射截面为 


dP 


^ = dn 

di7 / 0 

从式 (4) 可见，散射的角分布与艮 <P 魚均有关. 在沒 =:三，炉= 0°、 7 C 处，散射截面等于 0. 对 


= r e 2 (1 — sin 2 沒 cos 2 < p ) 


(4) 


2 


固定的$角，截面相对 P = 处是对称的，而对固定的 p 角，散射截面相对 0 = T 处是对 


2 


称的 


电子辐射次波的电矢量为 




4 ne 0 c 


因此散射波的偏振方向决定于 
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(/ix E 0 ) = E 0 cos an - E 0 


7.7 统偏振电磁波被介电常数为 K 、 半径为及高为&的小电介质柱所散射， 

求散射总截面 


题 7.7 已知一束波长为; L 的线偏振电磁波被一个介电常数为尤、半径为 K 高为的 
小电介质圆柱体所散射.已知又，柱轴与人射波矢垂直且入射波电场方向平行于柱 
轴，求散射总截面. 


解由于 6«/ i «； L ，因此对电磁波外场而言，小电介质圆柱体可视为一个电偶极距为 
户的小电偶极子，且/ * 在空间产生的电场远远小于入射电磁波的 电场. 对圆柱侧面分界面 
而言，由电场切向分量的连续性，可近似认为柱内电场即等于人射电场五=馬 心 • 选 


小电偶极子处为坐标原点，可求得小柱体的电偶极矩为 

P = nb 2 h€ 0 (K-l)E 0 ^ iQ} 


式中，柱轴方向选为 z 轴 

电偶极辐射功率为 


nb 4 h 2 s 0 £O 4 (K-l) 2 E^ 


P 


P = 


12c 


I2n£ 0 c 


入射强度 /(>=¥ 琦，故散射总截面为 


2 


P 


-b A h 2 {K-lf— A 


h 


6 


7.8 平面线电磁波照射到半径为 fl 、 介电常数为 f 的介质球上，导出散射截面 

与散射角的关系 


题 7.8 有一束波长为; I 的平面电磁波照射在一个绝缘介质球上，该介质球的半径为 A 

介电常数为且《«1导出散射截面与散射角的函数关系，并说明散射波的偏振性和散 
射方向的关系_ 


解设人射波为£ = 尽) ，在£场中绝缘介质球将 

发生极化，球的总极化强度等价于在球心(取球心为坐标原点) 

• • 

放一个极化强度为户的电偶极子，如题图 7.8 所示 


4%£ Q (£-6 0 ) 


3 五 〆 


尸⑴= 


题图 7.8 


进一 1 步取尽)为方向，则有 

4ns 0 (s - € 0 )a 3 E 0 o) 2 ^ io>te 

£ + 2£q Z 


P(0 = 一 


从而得散射场为(利用 a « A 的条件) 
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_(£-£ 0 )a 

(s + 2 s 0 ) c‘R 


f -£ 0 sin ^ e i(ja? 


-a?t) 


Pxe 


r 一 


4 ns 0 c 3 R 


xn = cu xe 

一 (£-€ 0 ) a 3 6) 2 

(f + 2 £q)c^/? 


EQsine^^% 


能流密度 


1 




W X B ) 


s = 


2 /ib 


( s - s 0 ) a 6 o ) 4 Eq sin 2 $ 

2//q(£ , + 2^q)^C^ /?2 


e R 


由此得出散射电磁波沿介质球的法向传播，散射电场的偏振在化，磁场在％方向 • 


设入射波的平均能 流心为 


1 


^0 "T f 0 c£ 0 


2 


并设❿= SR 2 dn 为沿径向在 d /2 立体角中的平均散射功率，则微分散射截面为 


da _dP 

dO~dn 


g - go 

c 4 l f + 2 gq 


am 


sinl 


S 


o - 


dcr 


0 


oc sin 


dO 


7.9 频率为 a 、 波数为 々的 电磁波入射到电子密度为 《 的等离子体中，求色散 


关系 


7.9 已知一个“稀薄”等离子体由质量为 m 、 电荷为 e 的自由电荷所组成.每单位 

体积中含有《个电荷，且密度是均 勻的. 假定可以略去电荷之间的相互作用.一频率为®、 
波数为 k 的平面电磁波射人该等离子体中. ( a ) 将电导率 a 表示成的函数. ( b ) 求色散关系， 
即求 it 、 仿之间的关系 .(C) 求折射率作为 a 的函数的关系，等离子体频率定义为 


n 


ne 


S Q 


m 


当似<叫时，会怎样？ （ d ) 现在假定存在一个外磁 场螞， 设平均波沿 Bo 方向传播.证明对 

于左、右旋圆偏振波，折射率是不同的(假设电磁波本身的磁场《与取)相比可以忽略) ■ 

解 在非相对论情况下，入射波电矢量磁矢量的贡献可忽略，则等离子 

体内电荷£的运动方程为 


uot 


= eE Q c ~ 


设解的形式为 = 则解得 


eE 


e ^o 


x o = ~ 


m 


( a ) 在等离子体中，电流密度矢量为 
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ne 


—E 


j = nex = 1 


故电导率为 


ne 


E 


mm 


( b ) 等离子体的极化强度为 


ne 


E 


另一方面，,介电常数为 


ne 


在0( 1 + 1) = 1 — 


左0 


引入等离子体频率 


ne 


£ o 


则有 


^o( l + Ze)^ £ 0 1 T 




对等离子体，取外，考虑到 // o f G =1/c2 ，则波数为 


k 


此即为色散关系. 

( C ) 折射率为 


— = i - 


当时，《成为虚数， A ： 也成为虚数，设电磁波沿 z 方向传播，并令&=決，则 e 

即波在等离子体按指数规律迅速衰减，不能传播，等离子体只对人射波发生反射 

( d ) 设氍= B 0 e z ,k = ke z . 等离子体电荷 e 的运动方程为 


mz=eE + evx 




=(一，则 


的形式， 


因平面波是横波，所以£ = 尽 匕+ £：/，.仍取解为 
分量方程是 


X = XnG 


e 


( i ) 


nix — eE x + — yB 0 


( 2 ) 


y = eE y +-xB 0 


( 3 ) 


z = 0 


设在初始时刻 z 与 i 均等于0,则对任何时刻有 z =0, 即 xz ^^ + 外 

对左旋圆偏振波，其电矢量为 
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E L ^Rc{e x +e n/ 2 e y }Q 

E q cos cote z + E 0 sin cote 


-ia)t 




y 


这时式 ( 1 )、 式⑵化为 


(4) 


nix = eE 0 cos cot + eB 0 y 
my - eE 0 sin cot - eB 0 x 


(5) 


_ eB o 


^u = x + iy,co c = 


，则得 《 的方程为 


e £ 0 


(cos cot + 1 sin cot) 


U + UOM = 


这个方程的解为 


eE 0 (cos (ot + i sin cot) 

m(co 2 -coo) c ) 


ll — 一 


即有 


eE 0 sm cot 
mco((o -co c ) 


eE 0 cos cot 
mo)(co -G) c )' 


y =- 


JC — 一 


eE 


x =- 


mco(o) -co c ) 


而极化矢量 Penr = ，所以对左旋圆偏振波，有 


2 


ne 


Xeh =- 


o)(o) -eo c ) 


其相应的折射率为 


2 


2 


2 


/(0 


c 


= aA + /KeL 


pe 


=C 


«L = 


mo)(o) -o) c ) 


P 


对右旋圆偏振波，其电矢量为 


-in/ 2 


e y ) c - mt } 

= E q cos o)te x - E 0 sin cote 


五 r = Re {[ io( e ；c 


-e 




只 要令似 = JC - i 3；， 重复上面步骤，可求得右旋圆偏振波的折射率为 


2 


2 


2 


1(0 


C 


— c ^I £ rMq ~ 


pe 


% = 


{<0- G ) c ) 


P 


可见关 n 


R 
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7.10 已知电磁波在等离子体中的色散关系，求 

以及电磁波在其中的传播速度 


时等瀉子体的折射率 


7.10 已知电磁波在等离子体中的色散关系为 

C0 2 { k ) = 6 )p + c 2 k 2 


其中，吟>为等离子体频率 


Ne 




fli 


已知电子质量为 w ， 电荷为 e ， 电子密度为 M ⑻对于叫，求等离子体的折射率 .( b ) 对 
^ 6) < 0 ) ? ,试讨论折射率 n 大于 1 还是小于 1? (c) 对于历>%，计算信号在等离子体中的 

传播速度.⑹对于定性讨论电磁波在等离子体中的行为 • 

解 （ a ) 参阅题7.9,等离子体折射率为 


① pe 


1 


( b ) 当似>叫时， n < l ， 在等离子体中的相速 


V p 


(C) 信号传播速度是群速度 


do ) c 2 k 


c ( l - fi ? p / c ? 2 ) 2 












dk 


在 G>> 叫时，显然 V g <C. 

( d ) 当 《 < 叫时， n 与 k 变为虚数，电磁波进入等离子体后指数衰减，不能传播 


7,11讨论角频率为《的电磁波在等离子体中的传播特性 

题 7.11 试讨论角频率为历的电磁波在自由电荷(质量 m 、 电荷量 e) 密度为 N/cm 3 的空 
间区域中的传播 • ⑻特别地，求折射率的表达式，证明在某些条件下折射率可以为复数. 
( b ) 对于折射率为实数和复数这两种情况，讨论电磁波正人射时的反射和传播 • ( c ) 证明存在 
一个临界频率(等离子体频率)区分折射率为实数与复数的情形，并且⑼导出电离层处于无 
线电波段 ( A ^=10 6 ) 与金属钠处于紫外波段的临界频率 ( iV =2.5 xl 0 22 ). 

解⑻ 参阅题 7.9. 

( b ) 当电磁波正入射时，如果折射率 n 为实数，电磁波将透射.考虑到《<1，电磁波 
将透射等离子体而传播.如果《为虚数，透射波将按指数规律衰减，电磁波只有反射， 


Ne 


，％为临界频率，当历>%时，》为实数， 


( c ) n 






为虚数 
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( d ) 电子的电量与质量的大小为 

e -- L 6 xlO~ 19 (CX 


= 9, lxl ( T 31 ( kg ) 


另外化 = 8.85 xl ( T 12 F / m . 

对电离层 〜=10 12 / m 3 , 有 


Ne 2 10 6 xl0 6 x(1.6xl0 一 19 ) 2 

9.1xlO _31 x8 85xlO 


= 


一 12 


0 


7 


5.64 x 10'( Hz ) 


对金属钠， A ^2_5 xl 0 28 / m 3 , 有 


19、2 


2_5 xl 0 28 xl 0 6 x ( l _6 xl ( T 19 ) 


2 


6)p = 


-12 


9.1 xl0 _31 x 8.85x10 
8.91xl0 ls (Hz) 


7.12 讨论电磁波在电离层等离子体中的传播，求出左右旋极化波的截止频率 


7.12 假设电离层是由自由电子的等离子体组成.忽略电子间的碰撞 •⑻ 导出电磁 

波在这种介质内传播时，介质的折射率与波频率的关系 .( b ) 设有一个平行于电磁波传播方 
向的均匀磁场.此时，左右旋两种偏振波将有不同的折射系数，导出它们的表示式 •（ c ) 存 
在一个频率，当电磁波的频率低于该频率时，电磁波将会被全反射，如果电子浓度是 
lO 11 /!!! 3 和 fi = 3 xl ( T 5 T 时，计算左右旋极化波的截止频率. 

⑻、 （ b ) 解略. 

( c ) 当《 2 <0时， n 为虚数， 电磁波在等离子体中不能传播，只有反射.因而 n = 0 时电 
磁波的频率为一截止频率，当电磁波的频率低于此频率时，电磁波被等离子体全部反射 • 

由题7,9知，当左、右旋波的折射率= 0时，其对应的截止频率分别为 




LC 、 W RC ， 


它们等于 


-o c + Aol + Aco 


2 


2 


2 


+ 4 g > 


G>c + 






2 


2 


其中 


2 


e 


ne 


2 




m 


s o 


当 A ^10 n / m 3 ,5 = 3 xl 0 _5 T 时，电子质量与电荷为 

m = 9.1 xlO _31 ( kg )， 


= 1.6 x 10 一 19 ( C ) 


e 


求得 


5.27x10 6 (Hz) 


= 1.78x10 7 (Hz )， 
= L5x10 7 Hz. 




CO 




pe 


由此得 tyLC =2.1 xl 0 7 Hz ， 


RC 
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7.13 导出极低频平面电磁波进入等离子体的穿透深度 


7.13 推导极低频的平面电磁波进入等离子体的穿透深度的表达式(等离子体中电 
子可自由移动).用电子数密 度〜、 电荷 e 及质量饥表达结果.这里，极低频指什么？当 

«o =10 20 / m 3 时上述深度如何(以 m 表示)？ 

在等离子体中，色散关系是 


<4 


k 


式中，为等离子体频率.极低频指入射电磁波的频率历《 叫. 这时 p 为一负数， 


4-1 .则 e 


-kz 


即波数 々为 一虚数 • 令 k = ikjc =- 


波在等离子体中指数衰减，穿透深度的定义为 


- CO 2 


k 


0 )p 


20 — -3 


时，有 


当 "o = 10 


10 20 xl0 6 x(l_6xl0— 19 ) 


5,64xlO u (Hz) 


0)p = 


-12 


9.1 xlO" JI x 8.85x10 


故穿透深度为 


10 


3x10 

5.64x10 


= 5.3 xl 0^( m ) 


8 — 


7.14 写出在随时间变化的磁场作用下，磁化强度随时间变化的运动方程 


7.14 在均勻的静磁场好中，介质可以磁化.磁化强度可以与介质中的电磁场相耦 
合 .( a ) 写出在随时间变化的磁场作用下，磁化强度随时间变化的运动方程 . 0>)上述的随时 

间变化的磁化强度反过来产生电磁场，此电磁场也满足麦克斯韦方程组.假设磁介质的相 
对介电常数 A = 1，求介质中磁化强度的平面波传播的色散关系似= < o { k ). 

解 （ a ) 由介质的磁化规律 M = ； ir m H ， 立得磁化强度随时间变化的方程为 

- 11^(0 


//⑽ 


一般而言，磁导率//或磁化系数;^是频率历的函数 

( b ) 介质情况下的麦氏方程组是 

VD-0, 


Mo 


V *B ^0 


dD 


dB 


Vx 


▽ xE = — 


dt 


dt 


注意这里的场五、 B 是外来场和随时间变化的磁化强度财⑺产生的场的叠加，即已经包含 
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了 M (0 产生的场. 

由于是绝缘介质，并假定介质无法带电，即有 P = i = 0. 又因 有 D = qE . 故方 


程简化为 


▽ ,£= 0 , 


V *5 = 0 


dE 


dB 


Vx 


Vx 


= fiH 


U ] 


=f o 了， 






dt 


并由此导出波动方程为 


d‘E 


▽2 五- JUSq 


— 0 


dt 


a 


=o 


V 




dt 2 


此方程的平面波特解为 




H ( t ) = H 0 c 


将其代入波动方程，可得色散关系为 


k 2 一 =0, 


k 


介质的磁化强度平面波为 


i(kz-(Ot) 


财⑴(似)好⑴ = Xm ^ O & 


故该平面波的色散关系仍然为 


— a //^) 


k 


7.15 在介质中传播光的经典色散理论中，计算电子对线偏振平面波的响应 


7.15 在介质中传播光的经典色散理论中，假设光波与受简谐势束缚的原子中的电子 
发生相互作用.在最简单的情况下，认为介质由具有相同谐振频率咪的电子构成，每单位体 
积中包含 W 个电子.⑻计算电子对线偏振平面波的响应，已知该波电场振幅为说，频率为 

( b ) 给出介质的原子极化率、介电常数和折射率依赖必的关系式.当似〜幼，仿>吻时会发 

生什么情况？当折射率小于1时，光波相速会超过真空中的光速，这是否违背相对论原理？ 

( a ) 电子运动方程为 


0). 




_ e£ 0 e 


-ia)t 


，代入上式，可得 


设解的形式为 


= XqC 


^0 


—ia)t 


{( D 2 -( ol ) 


( b ) —个原子的极化矢量 


_£E__ 

{co 2 -4) 


P = 


—ex = — 


故原子极化率为 
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P 


{ a > 2 - o ) q ) m ( o)Q - to 2 ) 


E 


介质的极化强度为 


Ne^E 

(0) 2 -(0q) 


p = NP = - 


m 


电位移矢量 


D = sE - £ q E + P 


所以介电常数为 


Ne 




) 


mro: 


假设介质的磁导率 // = A )， 所以折射率为 


如 Mo 




记 


Ne 


《0 


则 


1 + 


都变得非常大，在介质中光波的相速色散现象显著. 

n 

当仿>呌时， n 变为虚数，光波振幅在介质中按指数规律衰减，故光波不能传播，介 
质表面对光波全反射. 


当 fi? 叫时, 




当历 2 >4+4时， n<l ,相速 v p = 


但这并不违背狭义相对论原理，因为相速 

只是表征振动位相的传播速度，并不是实际的能量传播速度.电磁波信号的传播速度是群 
速，它等于 


— > c ， 


d 


dA : 


而波数&=二《，当 《<1 时，显然 v 


7.16 各向同性介质中的介电常数 


题 7.16 —块各向同性的介质样品，每单位体积由 W 个电 荷为匕 质量为 m 、 固有频率 
为叫的谐振束缚粒子所组成_⑻证明，对无磁场时，介质的介电常数的函数形式由下式给出 


Ne 2 / s 0 

6 ) 1 - 0 ) 


m 


e {( o ) = 1 + 
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( b ) (法拉第效应)如在电磁波的传播方向上，加一个静磁场 B ， 证明： 左旋与右旋的圆极化 
电磁波具有不同的介电常数.其差等于 

& = i Ne 


2 


2 eBo > I m 

( o)q - o ) 1 ) 2 -( eBco / m ) 


2 


£ 0 


m 


⑻参考题 7,15. 

( b ) 加入静磁场 B = 谐振粒子的运动方程是 


2 


( 1 ) 


+ eE + ex x 


— -mm 


o 


对平面波，£应只有 X 、3；分量.把式 (1) 写成分量方程为 


o > qX + eE x + eyB 
y = - ma)Q y + eE y — exB 


( 2 ) 


(3) 


2 


(4) 


mz = — mo} Q z 


方向仍为简谐振动，不受外场影响，对介质的极化无影响 • 

左旋圆偏振波的电矢量为 


z 


-E 0 coscote x + E 0 s 


l 


y 


这时式⑵、式⑶化为 


= - ma)QX + eE 0 cos cot + eBy 
= - mo)Q y + eE 0 cos cot - eBx 


(5) 


( 6 ) 


令 


= x + iy. 


m 


并把式 (6) 乘 i 后与式 (5) 相加，得 M 的方程 


a > lu - (cos cot + isin o ) t ) 


+ UDM + 


此方程的解为 


_ eE Q (cos cot + ism cot ) 

m{col - a ) 2 - coo ) z ) 


(7) 


取实、虚部有 


eE 0 sin mt 


eE 0 coscot 


x = 


2 


2 


2 


一 0) 


( 06 ) 


- a ? 


n 


因此电磁波与静磁场#引起粒子的位移为 


eE 


⑻ 


- co ( o c ) 
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相应的极化强度 


Ne 2 E h 


P 二 Nex = 
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对右旋波，电矢量为 
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E r = Eq cos 6) te x - Eq sin cote y 


^u = x-iy , 重复上面步骤，求得右旋波引起的介电常数为 


Ne 


( 10 ) 


£ r =s q 1 + 


(0 )q - 0) 2 +0)( D C ) 


£ Q 


Ss (0)) = € l - S r 

1 Ne 
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1 Ne 
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Hi 


7.17 具有均匀密度的静止的电中性无碰撞等离子体中的左旋、右旋偏振波 


7.17 一个具有均勻密度％的静止的电中性无碰撞等离子体，其中有一均勻磁场 
(0,0, B 0 ). 若频率为份的电磁波平行于磁场方向传播.证明此时有两种不同的电磁波可以 

传播，其折射率分别为 


II 


/0) 


1(0 


=1 — 


l + e ? c / 


Ne 2 / ms 0 ,是等离子体频率的平方值， o) c = eB 0 /m 7 是电子的回旋 频率. 证 

明这两种波分别是右旋与左旋圆偏振波.并从物理上说明为什么折射率可以小于1?当 
„ = 0与 n = oo 时会发生什么情况？可假定只有电子对外来波有响应，而等离子体中的正电 


式中， 


荷保持均匀分布. 


参考题7.16，对本题 <»()= 0* 由题 7.16 式⑼、式 (10) 不难得到 


Ne 


n L ~ c2 /A)^L = 1 


£ 0 mO) 2 (I + 6) c / 6)) 


1 + 0)./(D 
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/0) 


Ne 


Wr = c 2 //qS r = 1 


0) 2 ( l - CO c / a )) 

在介质中，电磁波的相速可以超过真空中的光速，即£>0,这时《将小于 1. 由 


l - CO c / a ) 


£ q 


n = = ^/l + Ze 

可知，只有当等离子体的极化系数 A 为负 数时， 才能小于1，而/^ = s oZe E ,所以造成《 < 1 
的物理原因在于在外来波作用下电子的极化矢量与外场 £ 反平行 • 

当 n = 0 时， 波数 k = n 竺= 0, 在等离子体中的电磁波的形式与入射波形式相同，仍为 

C 

五 0 e ^ 形式. 当4=0时，有 


/ o ) 2 


= 0 
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得 


2 


当4 = 1时，类似有 


RC 一 


2 


扨 I 

— 


当6? = %时，有 nl 


40,即这时在等离子体中没有左旋圆偏振波传 
播，这时右旋圆偏振波的折射率为岵=1-4, 一般叫 《« p ，《 R 也成为虚数，右旋圆偏 


振波也不能传播. 

当仿=0时，有4 


但这时 e i 6 "-> l ， 电磁波的场矢量与时间无关，因 
此实际上为一静电场，在等离子体只发生正负电中心的分离，以屏蔽外来场. 


A 


7.18 通过噪声脉冲测得星际介质的平均电子密度 


7.18 在空间中的一个无线电源发射出包含宽频带的噪声脉冲.由于在星际介质中的 

色散,此脉冲到达地球时成为一个频率随时间变化的哨声.如果频率对时间的变化率被测得， 
且到源的距离 d 已知，证明导出星际媒质中的平均电子密度是可能的(假定星际介质完全电 
离 )( 提示依据一个自由电子对高频电场的响应来推导频率和波数(加/义)之间的关系). 

解可把星际介质视为一稀薄等离子体，它对无线电波的折射率为 

n —— 0) 2 ) 

2 

式中，仿为无线电波频率，6^=^为等离子体特征频率，& = 为波数，"为介质的 

me Q ' 

平均电子密度，在本题中 w 为待求量.电磁波群速度为 

deo 1 




( 1 ) 


( 2 ) 


dn 


+ co —— 


dco 


do 


dn 0)1 1 

■ _ 一 — I . ■ 


，故得 


由式⑴， 


do? 


1 

v. =c\ n + —^*— I = nc| rT +—V \ = nc 


(3) 


从源到地面所需的时间近似取为 




D D D 


(4) 


=—1~ 


nc 


所以 
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QJ^ 


D 


d / = — 
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deo 
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2 


从而得 


co \ 


deo 


( 5 ) 


D a) 2 


dt 


当 £) 与 ^ 已知时，从式⑶可以求出¥ = 


Ne 


，进一步可求出电子平均密度 


dt 


£ o 


7.19 使收到的脉冲波形没有太大形变的最小宽带 


7.19 一 个脉冲星发出宽度为 1 ms 的宽带电磁辐射脉冲，然后这个脉冲穿过1000 
光年 (10 19 m ) 的星际空间到达地球的射电天文观测站 .（ a ) 为使收到的脉冲波形没有太大的 
形变，射电望远镜接收机的带宽最小应为多少？⑻假如星球介质中包含有低密度的等离 

子体，其 频率叫 = 5000 rad / s ,计算工作频率分别为 400 MHz 与 1000 MHz 的两个射电望远 

镜测得脉冲到达时刻之差.已知等离子体的色散关系为历 2 + 〆 . 

⑻由测不准关系 


II 


AcoAt «1 


可得接收机带宽最小值应为 


= 1000( Hz ) 


A 


At 


( b ) 由题7_10,电磁波群速度为 


dk 


19 


对两台射电望远镜工作频率岣=4001^1^，叫=10001^他，及星际距离 [ = 10 
望远镜测得脉冲的时间差为 


，可得两 


mi 


1-4 


col 


L L L 


At = 




V g 2 


gl 


0.055( s ) 


7.20 计算脉冲星到地球的距离 


7.20 某一个脉冲星向空间发出短而窄的电磁脉冲，测得其中两个脉冲的频率分别为 

co x - 2nf x = 2563MHz ， 

式中，频率较低的脉冲较晚到达，脉冲/ 2 在到达后 0.367 s 后 到达. 人们把引起这种现象 
的原因解释为电子密度 W = 10 5 m - 3 的星际电离氢气体的色散，并由此估计脉冲星到地球的 


历 2 = 2nf 2 = 


3833MHz 
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1 Ne 2 


距离 .( a ) 证明： 含重离子和电子的中性稀薄等离子体的特征频率 fi> P = 


( b ) 利用 




2x1/2 


，计算地球到脉冲 


上面的结果和已知的稀薄等离子体的折射率公式 n = 


星的距离 


解 （ a ) 求等离子体电子振荡频率 


当中性等离子体中出现电荷不均勻性起伏时，电场会引起电子的运动，从而恢复电中 
性，但这个过程是以振荡形式进行的，即等离子体振荡，其特征频率咏可推导 如下： 

电子在静电场中的运动方程是 


dv 


( 1 ) 


= -eE 


dt 


电子产生电流为 


( 2 ) 


由式⑴与式⑵，有 


句上 E 


(3) 


dt 


式 (3) 取散度 


Ne 




dt 






p 


，得 


并由 ▽•/= 一子 




dt 


£ o 


|^ + ^p = 0 


(4) 


其中 


Ne 


(5) 




n\ 


此式表明等离子体中电荷的不均匀性，其电荷密度以特征频率《!>随时间做简谐振荡 • 

( b ) 求该脉冲星到地球的距离.由题7_19知 


0>1 




L = cAtf\ 1 — 


代入数据〜= 0.367s, ^ = 2.536 x 10 9 Hz，fi> 2 = 3.833 x 10 9 Hz 及 

1.8x10 4 Hz 


1 Ne 




^0 


有叫、》 2 ，比叫大得多，故近似有 


2cAt 


8.6 xlO 2 ( 光年 ) 


L 免 




QJ^ 
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即该脉冲星离地球距离为1000光年 


7.21 求散射过程中所辐射掉的能量 


7.21 电荷大小为匕质量为 m 的电子被电荷为 Ze 的重核的库仑场所散射.设电子 
入射速度为瞄准距离为&求散射过程中所辐射的能量_ 


这里所考察的是克服辐射阻尼力做功所产 
生的辐射.如题图7.21，重核位于0点， r 为电子的 

位置矢径.在考虑电子运动时，忽略辐射阻尼力，近 

似地看成在重核的库仑场中的运动. 

电子的运动方程为 


Ze 


( 1 ) 


mv —— 


4 n£nr 


题图 7.21 


由此得到 


Z^e 

\6 k 2 £ qI 


( 2 ) 


2 4 


在计算过程中，近似地采用平均辐射阻 尼力. 于是，辐射总能量为 


zV 

96 n 3 £ nC 3 
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(3) 




ck 






2 4 


6 n£nC 
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利用角动量守恒 


dO 


(4) 


r 


dt 


式⑶变为 


zV . 

96n 3 £Qc\ 0 bm 




(5) 


dO 


AE = 


—(7i — 炉 ） r 


在有心力场中，粒子的轨道为双曲线，轨道方程为 

r(\ + €cos0) = btanp 

为偏心率.于是辐射总能量为 


其中， 


cos 炉 


cos 沒 


1 + 
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96tc 3 £^c 3 v 0 办 3 

Z 2 e 6 

96 n 3 £ QC 3 v 0 b 




cos 炉 
tan 2 炉 


d 0 


AE = 
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( 6 ) 


-(7T- 炉 ) 
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(71 — 炉 ) 


3—2 
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<P 


用散射角 a 表示 


ZV 7 

192tc 3 £^c 3 v 0 Z> 3 


(7t + ff)f 3tan^ — +11 + 3ton — 
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